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(Horaire hebdomadaire : deux heures et demie). 


ALGÈBRE 


Nombres algctbriques (positifs, nuls, négatifs). Opérations sur ces 
nombres exposés à partir de problèmes concrets. Inégalités. 

Mesures algébriques de vecteurs sur une droite orientée. Formule 
de Chasiles. Repérage d’un point sur un axe. 

Éléments du calcul algébrique : propriétés des sommes et des pro- 
duits. Puissances. Produit et quotient de deux puissances d’un 
nombre : usage de l’exposant nul et d'exposants négatifs. 

Monômes. Produit de monômes. Quotient de deux monômes. Somme 
de monômes semblables (on se bornera à des monômes à une, deux ou 
trois variables). Polynômes à une variable : addition, soustraction, 
multiplication par une constante. 

Équations numériques du premier degré à une inconnue. 

Problèmes conduisant à une équation numérique du premier degré 
à une inconnue. 


ARITHMÉTIQUE 


Pratique, sur des exemples, de la décomposition d'une nombre enticr 
en facteurs premiers, de la recherche du plus grand commun diviseur 
et du plus petit commun multiple de deux ou plusieurs nombres. 
Applications aux fractions. 
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Le nombre (+ 12) a pour valeur absolue 12. 


._ 17e Remarque. La valeur absolue et le signe d'un nombre algébrique sont 
liés l'un à l'autre ct ne peuvent être disjoints ; c'est pourquoi on place souvent 
les nombres algcbriques entre parenthèses. 


2° REMARQUE. Un nombre alg' brique peut être représenté par une lettre. 
Son signe est alors incorporé à la lettre. x peut aussi bien désigner un nombre 
négatif qu'un nombre positif. 
valeur absolue est représentée par le symbole suivant : xl. 


Ainsi, si x désigne le nombre (— 12), on a {xl = 12. 


3° ReMARQUE. Les signes + et — qui indiquent qu'un nombre est positif 
ou négatif ne sont pes signes d'opérations :;: nous aurions pu en utiliser 
d'autres que ceux-là. 





3. Nombres algébriques égaux. — Deux nombres algébriques 
sont égaux lorsqu'ils ont même valeur absolue et même signe. 


Ainsi : (+ 0.75) = (+ 3) 





4. Nombres algébriques opposés (ou symétriques). — Deux 
nombres algébriques sont opposés (ou symétriques)lorsqu'ilsont 
même valeur absolue et des signes contraires. 


ExxMPLe : (+9) et (— 9). 


5. Repérage d'un point sur une droite. 


Soit une droite xy et un point O de cette droite (fig. 1). Si nous voulons 
sur xy un point À tel que OA = 3 cm, il faut préciser le sens dans 

equel on doit porter la distance OA. Pour remédier à cet inconvénient, conve- 
nons que les distances portées dans le sens xy (sens de la flèche) seront précé- 


dées du signe + et que les distances portées dans le sens yx (sens inverse 
de la flèche) seront précédées du signe —. 


C A 0 à 
| y 
Pl. 


La droite xy s'appelle alors droîte orientée ou axe. 

Au nombre (—— 3) correspond ainsi le point A tel que OA = 3, la dis- 
tance OA étant portée dans le sens inverse de la flèche. 

Au nombre (+ 2) correspond le point B tel que OB = 2, la distance OB 
étant portée dans le sens de la flèche. 
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En général à tout nombre algébrique donné correspond sur l’axe 
xy un point et un seul. 


Réciproquement, soit C un point de xy ; nous pouvons lui faire corres- 
pondre le nombre (— 4) puisque la distance OC = 4 cm est portée dans le 
sens inverse de la flèche. 


En général à tout point de l'axe xy correspond un nombte algé- 
brique qu’on appelle l’abscisse de ce point. 

Le point O s'appelle l'origine des abscisses. 

Ainsi l'abscisse de À est (— 3), celle de B est (+- 2) : celle de C est (— 4). 


6. Vecteur. — Deux points À et B de la droite xy définissent un segment 
de droite et un seul. En arithmétique les chemins AB ou BA sont équivalents. 
En algèbre, sur l'axe xy, les parcours AB ou BA ne sont pas équivalents, car 
ils sont de sens contraires. Nous dirons que les points À et B (pris dans cet 
ordre) défimssentun vecteur d’origine À ,d’extrémitéB, quenous symbo- 


> 
liserons par AB. Ainsi : 


Un vecteur est un segment de droite orienté :;: Îa lettre énoncée 
la première est l’origine du vecteur, la seconde l'extrémité. 


+ — 
Il ne faut pas confondre AB et BA. 
7. Mesure algébrique d'un vecteur. 


— 
Le vecteur AB est mesuré sur l'axe xy par un nombre positif, car le par- 
cours AB se fait dans le sens de la flèche ; sa valeur absolue est 5. Nous symbo- 


lisons par AB la mesure algébrique de AË et nous écrirons : 
_ AB = (+ 5). 
Le vecteur BA est mesuré par le nombre algébrique (— 5) car le parcours BA 
se fait dans le sens inverse de la flèche : nous écrirons : 
BA = (— 5). | 
En particulier, l'abscisse d'un point C de xy est la mesure algébrique du 


vecteur OC : on a : … 
OC = (-— 4). 
L'abscisse d’un point sur un axe est Îa mesure algébrique du 


vecteur dont l’origine est l’origine des abscisses et dont l’extré- 
mité est le point considéré. 


— 
Éléments qui caractérisent un vecteur : Pour définir un vecteur AB il faut 
connaitre : 
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1° La droite xy qui le porte ; c'est-à-dire sa direction ou son support. 
2° L'origine À de ce vecteur. 

39 Son sens sur la droite xy. 

49 Sa valeur absolue ou sa longueur AB. 


EXHEROICES 


1. Peut-on mesurer à l'aide des nombres algtbriques les grandeurs suivantes : fortune 
d'une personne, gains d'un joueur, vitesse d'un mobile sur un axe, date d'un événement 
"(après ou avant J.-C.) ? r 

2. Placer ts suivants donnés par leurs abscisses, exprimées en 
centimètres : AC 3: SE de 2) : CC 5) ; D (+ ©. 

En déduire les valeurs de AB, AC, AD, EC, BD, CD. 


3. On place sur un axe xy deux points À et B d'abscisses (+ 1) et (— 3). Quelles sont 
les abscisses des points qui partagent le segment AB en 8 parties égales ? 

. #4. Soient À et B deux points d'abecisses — 2 et — 5. Quelle est l'abecisse du milieu M 
de AB ? Quelle est l'abscisse du point N tel que BN == = 2AN) 

5. Soit int À d'abscisse + 5 ; quelle est l'abscisse du point A’ symétrique de A par 
rapport à l'origine O des abecigees à : Side mine 5 d'sces— | et B’ rs han a 
par rapport à O. Évaluer AB et AB”. 


DEUXIÈME LEÇON 


ADDITION DES NOMBRES ALGÉBRIQUES 


8. Somme de deux nombres algébriques. — Convenons d'a ou 
gains positifs les sommes gagnées par un joueur et gains négatifs celles qu “perd 

l Joue successivement pc parties, leur ensemble se solde par un re 
ou une perte que nous appe lerons gain total ou somme des deux autres : 


19 S'il gagne successivement 8 f et 7 f, il gagne en définitive 15 f ; nous 
écrirons : 


(+ 8) + (+ 7) = (+ D). 


29 S'il perd successivement 8 f et 7 f, il perd en définitive 15 f ; rous 
écrirons : 


(— 8) +(—7)=(- 01). 

39 S'il gagne 12 f puis perd 7 f, 1l gagne en définitive 5 f : nous écrirons : 
(+ 12)+(—7)=(+5). 

49 S'il perd 12 f puis gagne 7 f, il perd en définitive 5 f ; nous écrirons : 
(— 12) + (+ 7) = (— 5). 


Ces exemples justifient les définitions suivantes : 


9. Définitions. 


1° La somme de deux nombres algébriques de même signe est 
un nombre algébrique dont Ja valeur absolue est Ia somme de 
leurs valeurs absolues et dont le signe est leur signe commun. 


20 La somme de deux nombres algébriques de signes contraires 
est un nombre algébrique dont la valeur absolue est la différence 
de leurs valeurs absolues et dont le signe est celui des deux non.» 
bres q 1i a la plus grande valeur absolue. 


Le signe de la somme est le signe +. 
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10. Remarques. 


1° La somme de deux nombres est indépendante de leur ordre : 
Ainsi — 23) +(+19=(+ 19) + (— 23) = (— 4) 


at+b=b+al. 


2° La somme de deux nombres symétriques est le nombre 0. 
La somme VER) (— 7) a pour valeur so 7—7=0; le signe 


peut être : éremment ou — ; on écrit 
(+7+(-—727=0. 
3e Si l'un des nombres est 0, leur somme est égale à l'autre. 
Aline (— 13) +0 = (— 13) 
a+0=0a. 


41. Somme de plusieurs nombres algébriques. 


Las somme de plusieurs nombres algébriques rangés dans un 
certain ordre est le nombre algébrique obtenu en ajoutant le pre- 
pri aombre au second, le nombre obtenu au troisième, et ainsi 
do suite. 


_La nn H19+60)+-2+(4+3)+(- 0) se calcule en 











+ 139) + (— 15) = —2 
— D+(— D=—9 
md 54 LS cr 
— +=. 


Chacun des nombres est un ferme de la somme. 


Les propriétés des sommes de nombres algébriques sont les mêmes que 
celles des sommes arithmétiques : nous nous contenterons de les vérifer. 


12. 1r° Propriété. — La valeur d’une somme est indépendante 
de l'ordre de ses termes. 


L'avoir d'un commerçant ne varie pas, quel que soit l'ordre dans lequel 
s'opèrent ses ar ou ses dépenses : 


(— 1 000) + A en * + 700) + (— 300) == 
(+ 800) + (4 708) + (=> 200) + € 1 000) = (+ 200) 


at+b+tct+td=c+dtb+al. 


ADDITION DES NOMBRES ALGÉBRIQUES [A 


13. 2 Propriété. — On ne change pas la valeur d’une somme 
de plusieurs termes en remplaçant deux ou plusieurs de ces 
termes par leur somme effectuée. 


Ainsi le bilan annuel d'un commerçant peut se calculer en dressant d'abord 
le bilan de chaque mois, puis en faisant leur somme. 


Autres exemples : 


—45)+(+10+(-—3)+(+27-(-—45)+(+27+(+27 


at+b+cec+t+tdte=a+(b+e+ dDd+el. 


En particulier : 


On peut dans une somme supprimer un groupe de termes dont la somme est 


nulle. : 
CI9+CHD+HD+HD= I + (D. 
Car les nombres (— 5) et (+ 5) ont une somme nulle. 


Pour calculer la somme de plusieurs nombres on peut calculer la somme des 


en positifs, puis la somme des termes négatifs, et additionner les deux nombres 
oblenus. 


(—1000) + (+ 800) + (H- 700) + (—300) = (+ 1 500) + (—1 300) = (+ 200). 


14. 3° Propriété. — Pour ajouter une somme, on peut ajouter 
successivement chacun de ses termes. 


a+b+c+d=a+tb+et+d 
Car atb+ctd=a+tt(b + ce + d) (2° propriété). 


Ainsi : | 
HAD+ ACID + HD + CN ee CHA + ID + D + C9. 


15. Convention. — Nous conviendrons, dans une somme de nombres 
algébriques, de supprimer les signes d'addition ; les termes s'écriront ainsi 
à la suite l'un de | autre, accompagnés de leurs signes propres. Exemple : 

La somme —5)+(—4 +(+3) s'écrit ainsi 

—5—4+3. 

Sa valeur est —9+3—=—6. 
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EXEROICES 


© Efectuer les additions suivantes : 
8. +3)+-539+(+2. 
8. —17 + (+14) + (- 41). 
10. (— 15) + (— 30) + (— 40). 


— Effectuer lés additions suivantes : 


e.(-)+(2+( 


14. (— 0,75) + (+9 + (— s) 


16. —12+( 11,52 + (+ 9.87. 


— Effectuer les additions suivantes : 
18. —13+15—7—-9+1. 
20. —3+04— — 0,7 + 3. 

22. +7—9—11 +0,75. 


— Effectuer les opérations suivantes : 


7. HD) +12 + (+ 15). 
9 (H)+-D+(H+5) +(-—5). 
11. (— 100) + (+ 35) + (+ 25). 


(2) +(+9)+ (2 
m. (+9 + (+ (à 


17. (451) + (—5) + (— 5): 


Ÿ 
3 7,5 
we +istinti 
1 4,5 7 
ete +3 5t1s 4 
7,7 


24. (+7—8+4+(—9—-13—-1)+(+4—5—7). 
28. (—3)+-D+EMM+IES +69 + (4H A4. 


m. (2-44) + (3) 


27. (+5 —0,7 + (+ 4— 03) + [(-— 13 — 4,7) + (—3)]. 


| + _ Placer sur ts ts dont Îles abecisses sont données 
PET CC A LOS PT TEE Sasha 


Vérifier les égalités : 


| TROISIÈME LEÇON | 
| 


SOUSTRACTION DES NOMBRES ALGÉBRIQUES 


16. Définition. — On appelle différence de deux nombres algé- 
briques, le nombre qu'il faut ajouter au second pour obtenir le 
premier. 


Comme en arithmétique, on peut écrire indifféremment : 


ja—b=x| ou a—b+x| 


Ainsi : 
LR: Je 14) — 11: du 14) + (-- À — + 17) 
(19 — — 18) — 1 2 car Dis = 19 
— 7)—(-— 4) = 3) car (— 4 3) = (— 7). 


17. Règle. — Pour retrancher un nombre algébrique, on ajoute 
son symétrique. 


En effet, soit x la valeur inconnue de la différence (— 7) — (— 4) ; l'égahité 
(—7)—(—4)=x 
entraîne la suivante : x+(—4)=(— 7). 


Ajoutons (+ 4) aux deux nombres égaux x + (— 4) et — 7 ; nous obte- 
nons encore deux nombres égaux : 


xt(—4+(+4=(-—7) + (+ 04) 
ou (n° 13) x = (— 7) + (+ 4). 
Ainsi : —D—-(—4)=(—7) + (+4. 


Au lieu de retrancher (— 4), nous pouvons ajouter (+ 4) : foute soustraction 
d'un nombre algébrique peut, de la même façon, être remplacée par l'addition de 
son symétrique. 
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EXEMPLE : 
— 10) —(+ 11) =(—10 +(—11) = (—21 
4 ED = DEC D À TS 


18. Conventions. — |° La règle de la soustraction conduit à Je convention 
suivante : 


Le symbole — a désigne le symétrique du nombre algébrique a. 
Ainsi, soit a = — 2, nous ro hs A=+5 


soit a = — 7, nous écrirons — 


2 La différence (+ . — (+ D, est a à la ve  P y 15) + (—2 
ue nous écrivons (n° 15) : + 15 — 7 — sym — 7 a donc 
Ep significations : addition des mo à + 15 et — 7 6 ou TIC des 
nombres positifs + 15 et + 7. Ce symbole conduit à la soustraction arithmé- 
tique 15 — 7 == 8, compte tenu de la convention suivante que nous 
adopterons : 


Tout nombre positif peut être remplacé par sa valeur absolue. 


On écrit indifféremment + 11 ou ., + à où 2: 


19. Sommes algébriques. — On appelle somme algébrique 
une suite de nombres algébriques séparés par les signes + ou —. 
Chacun de ces nombres est un terme de la somme. 


EXEMPLE : La somme algébrique 
—3)+—9—-—0—-(+9+(4+7 


se calcule en disant : —3)+(—5)== —8 
— 8) — (— 6) = — 2 

— 2 + 4) =—6 

6)+(+7)=+1 














Cette somme peut encore s'écrire (règle de la soustraction) : 
—3)+(-—-5)++0+(—-4+(+27 
ou (n° 15) : —3—5+6—4+7 
(dans cette suite chaque terme 3, 5, 6, etc. peut être assimilé à un nombre 
tit). 
“La règle de la suppression des parenthèses dans une somme algébrique en 


te 


a donné “+ 6 
+ devant — se remplace par — + a donné — 5 
— devent + se remplace par — — (+ 4) a donné — 4., 


— devant — se remplace par + 


+ 





+ devant + se remplace par +- + té ï. donné + 7 
5 
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20. Propriétés des sommes algébriques. 


Toute somme algébrique peut donc s'écrire sous forme d'un ensemble de 
nombres arithmétiques séparés par les signes + ou —, c'est-à-dire sous 
forme d'une somme algébrique de nombres arithmétiques, avec cette seule dif- 
férence que le premier terme peut être précédé du signe —. Îl est donc naturel 
d'admettre que les propriétés de ces sommes s'appliquent ici : 


19 La valeur d’une somme algébrique peut s’obtenir en calcu- 
lant la somme des termes précédés du signe +, puis la somme des 
termes précédés du signe —--, et en ajoutant les nembres algébri- 
ques obtenus. 


—5+4+8—10+1—=13—-15=(+139—-(+ 15) = —2 


2° La valeur d’une somme algébrique est indépendante de 
l’ordre de ses termes. 
05—4+9—7m—4+9—7+ 0.5. 
Remarquer que le 1°" terme 0,5 n'étant précédé d'aucun signe on suppose 
qu'il est précédé d'un signe +. 


3° Pour ajouter une somme algébrique on peut supprimer les 
parenthèses précédées du signe +, sans changer aucun signe. 
—12+(-—-05+3—-0=—-12—05+3—4 
7+7—-8+l)=7+7—-8+1. 


En général a+ (b—ce+d=eatb—c+ d. 


4° Pour retrancher une somme algébrique on peut supprimer 
les parenthèses précédées du signe —, à condition de changer les 
signes qui précèdent chaque terme placé entre ces parenthèses. 
—71—(—8—12+4)=—7+8+12—4 
— 10—6—3+l)=—10—5+3—1. 


En général a—(b—c+d=a—b+e—d. 





241. Principes relatifs aux égalités. 
19 Si deux nombres a et b sont égaux, il en est de même des nombres a + c 
et b + c ou des nombres a — c et b — c. Donc : 


On peut ajouter un même nombre aux deux membres d’une 
égalité. 


2 Ei l'on a : a=b «tt c=d 
on a aussi atcec=b+d et a—c—=b—d Donc : 
On peut ajouter ou retrancher des égalités membre à membre. 
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39 Considérons l'égalité a — b = c + d. (1) 


Ajoutons le nombre (b — d) aux deux membres ; nous obtenons : 
(a — b) + (b — d) = (c + d) + (b — d) 

ou : a—b+b—d=c+d+b—d 
soit a—d=c<+b. (2) 

Le terme d qui figurait dans le second MEN de l'égalité (1) avec se signe + 
figure dans : premier membre de l'égal . ) avec Te signe — : le terme b 
qui figurait dans le premier membre de de avec le signe — figure dans le 
second membre de ( 2) avec le signe +. Donc : 


Dans une égalité on peut faire passer un terme d’un membre 
dans l’autre, à condition de changer le signe qui le précède. 


EXEROIOES 


26. (—15)—(—13). 20. (+45)—(+549. 31. (+ 
82. (+12) — (+ 9). 33. (—39)—(—7,4. 34. (- 


25. (+5)—(+17.  - 86. (—13.75)—(— 4,01) 387. (- 


UN RW RW 
| 
| 
VIN 
_s#" 


— Calculer la valeur des sommes algébriques suivantes : 
38. (— 10) + —15)—(-— 30) + (+ 7 — (+ 12. 
39. —7)——9—( +19 +41) + (+ D. 
40. (+ 49) — (— 63) + (— 3) — (+ 4). 


— Calculer la valeur des sommes algébriques suivantes : 


41. (— 0,7) — (— 0,9) + (— 13,5) — (+ 4). 
(+ (D (3-00 
as. (—)+ (2) —(-i) + 0-40. 


— Calculer la valeur dcs sommes algébriques suivantes : 


44. 7 — 10 + 14— 13 — 21 + 3. 
45. 0,75 + 47—07—0,5— 1. 


2 3, 5 5 
ét Où LÉ 
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— Effectuer les opérations suivantes : 
476—3+7—-1)+(-—9+4—-)—-(-3—-7+)2. 
48. (— 14 + 7 —3) + a 4 + 10). 


(3-34) (h44-2)+ (ie) 


* — Effectuer les opérations suivantes : 
50. [6 — 9) + G — 5)] — [7 + 3 — 5) — (7 — 10)] 
61. [12— (14— 5 + 0,75)] + [— Cat 


= [1-6-9]-16-9-6+2} 


— Supprimer les parenthèses et les crochets dans les expressions suivantes : 
53. (a—b+d—(d—e—f) + (b — a). 

54. [(a — 8) — (a — 5)] + [b — 7 — (a — 3)]. 

85. [12 — (a — 8) + 6)} — [15 + ( — a — 13)]. 


Quel est l'accrotssement de la température indiquée par un thermomètre 
Prof fee ap tre Mau + ot ones Aa: in vu jou 


QUATRIÈME LEÇON 


PRODUITS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES 


22. Produit de deux facteurs. — Considérons un pos mobile M qu 
se déplace sur l'axe xy (fig. 2) d'un mouvement uniforme ; il parcourt es 
distances égales en des temps Cgaux ; soit U sa vitesse en centimètres par 
seconde : en { secondes il parcourt une distance d donnée en centimètres par 
la formule d = vt. Prenons O comme origine des abscisses (n° 5) : nous appel- 
lerons temps zéro la date à laquelle le mobile M passe en O : nous appellerons 
lemps positifs les temps postérieurs à cette date et {emps négatifs les temps 
ant‘rieurs à cette date. Nous dirons que M a une vitesse positive s'il se dirige 
dans le sens xy, une vitesse négative dans le cas re No ous allons étendre 
la formule d = vt au calcul de l'abscisse du point mobile M 


B 0 | A 
RP ne 
T | ÿ 

Fic. 2. 


1er Cas. M a une vitesse de (+ 3) centimètres par seconde : où sera-t-il au 
temps (+ 5) secondes à 


M se dirige dans le sens xy ; il est en O au temps zéro. Dans 5 secondes 
il sera en À tel que OA — 3 x 5 — 15 centimètres : l'abscisse de À est 
(+ 15) ; nous écrirons (+ 3) X "à 5) = (+ 15) ou 


(+ 3X+ 5) = (+ 15). 
2° Cas. M a une vitesse de (— 3) centimètres par seconde ; où était-il au 
temps (— 5) secondes » 
M se dirige dans le sens yx ; il est en O au temps zéro ; il y a 5 secondes 
il était en À tel que OA = 15 cm ; on a OA = + 15 ; nous écnirons 
(— 3X— 5) = (+ 15). 
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3e Cas. M a une vitesse de (+ 3) centimètres par seconde ; où était-il au 


temps (— 5) secondes ) 


M se dirige dans le sens xy : 1l y a 5 secondes :l était en B tel que 
OB = 15 cm. L'abscisse de B est (— 15) ; nous écrirons 


(+ 3X— 5) = (— 15). 


4° Cas. M a me vitesse de (— 3) centimètres par seconde ; où sera-t-il au 
temps (+ 5) secondes 2 


M se dirige dans le sens yx ; dans 5 secondes il sera en B d'abscisse — 15. 
Nous écrirons 
(— 3X+ 5) = (— 15). 
Nous sommes ainsi conduits aux définitions suivantes : 
23. Définition. — Le produit de deux nombres algébriques 
est un nombre algébrique dont Ia valeur absolue est le produit des 


valeurs absolues des deux facteurs ; son signe est + si les deux 
facteurs sont de même signe, — s'ils sont de signes contraires. 


Le signe de la multiplication est le signe X . On le supprime ou on le rem- 
place par un point devant une lettre ou une parenthèse : 


4 X x s'écrit 4x, a X b s'écrit ab ou a.b 
La règle des signes résulte de ces définitions : 


+ par + donne + 


— par — donne + 


+. par — donne — 
— par + donne — 





24. Remarques. 
19 Si l'un des facteurs est nul, le produit est nul 
ax 0=0 

et réciproquement, si un produit de deux facteurs est nul. l'un des facteurs aa 
moins est nul, car si aucun d'eux n'était nul, le produit ne le serait pas. 

20 Le produit de deux facteurs est indépendant de leur ordre 

—5X+ = (+7X—5) ab = ba. 
3° Si l'on change le signe d'un facteur on change le signe du produit 
(— 4X+ 7)=—28 et (— 4X— 7) — + 28. 
4 Si l'on change le signe des deux facteurs, le produit ne change pas 
(— 4X+ 7 =(—28) et (+ 4X— 7) = (-— 28). 
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59 Multiplication par 1 et par (— 1) 


HE: + 1)=(+9) en général Re LE | eme 
+ 9X— 1) = (— 9) en général a X (— |) — — a. 


x : 
25. Produit de plusieurs facteurs. Définition. 


On appelle produit de plusieurs nombres algébriques rangés 
dans un certain ordre le nombre algébrique obtenu en multipliant 
le premier facteur par le deuxième, le nombre obtenu par le troi- 
sième et ainsi de suite. 


Ainsi le produit (— 3X— 4X+ 5X— 1) 
se calcule en disant 

(— 3X— 4) = + 12; (+ 12X+ 5) = + 60 ; (+ 69) — 1) = — 60. 

Il en résulte que la valeur absolue du produit est le produit des valeurs absolues 
des facteurs. D'autre part, dans le Ps me des produits successifs, le produit 
change de signe quand on rencontre un facteur négatif : 1l ne change pas de 
signe quand on rencontre un facteur positif. Seul. le norrbre des factcurs négatifs 

importe donc pour prévoir le signe du produit cherché : 


Le produit est positif si le nombre des facteurs négatifs est pair 
ou zéro. Le produit est négatif si le nombre des facteurs négatifs 
est impair. 


EXEMPLES : = ++ NN 5SX— 4X— 1) = + 120 
— 3X— 2X— 5X— 4X— 1) — — 120. 
Il en résulte que la valeur du produit est indépendante de l'ordre des facteurs. 


26. Propriétés des produits. — Ce sont les mêmes que celles des pro- 
duits de nombres arithmétiques. 


1° Pour multiplier une somme algébrique par un nombre (ou 
un nombre par une somme algébrique) on peut multiplier chaque 
terme de Ïa somme par ce nombre et ajouter les produits obtenus. 


Vérifñons-le sur les exemples suivants : 


(+ 7 + 5X— 2) = (— 14) + (— 10) = — 14 — 10 = — 24 
(— 13 + 8X— 3) = (+ 39) + (— 24) = 39 — 24 — 15 
(= 3 + 4— 5X— 4) = + 12 — 16 + 20 = 16. 


En général [(a—b+ox= ar—bxt ex. 


2° Pour multiplier deux sommes algébriques on peut multi- 
Pller chaque terme de l’une par chaque terme de l’autre et ajouter 
les produits obtenus. 


PRODUITS DE NOMBRES ss 21 


EXEMPLE : (— — IX— 4) — 
(+ 15) + . 21) E EX + ‘a 20 + ‘ _ + (— 4) = 


En général 
(a—b+cXd—e) = ad— bd + cd — a <+be— ce. 





3° Onne change pas Ja valeur d’un produit de facteurs en rem- 
plaçant deux ou plusieurs d’entre eux par leur produit effectué. 


EXEMPLES : (— 3X— 7X+ D 1) a 3X— 70X— 1) 
a — a €. 


4° Pour multiplier un produit de facteurs par un nombre il 
suffit de id l’un des facteurs du produit par ce nombre. 
EXEMPLES 
1C- 2X+ ar 9) …. 25) = ET IX 100X— 9) 


— (al X (— 1). = a ab. 


S° Pour multiplier un nombre par un produit de facteurs on 
multiplie ce nombre par le premier facteur du produit, puis le 
résultat obtenu par le second facteur et ainsi de suite jusqu’à 
épuisement des facteurs du produit. 


EXEMPLES : 
(— 3) [(-— 5X+ . 4)] = (— Xe 5X+ 1X— 4) 
(— 5) X xyz = — Sxyz. 
6° Pour multiplier entre eux deux produits de facteurs on 
forme un seul produit contenant tous les facteurs. | 
EXEMPLES : 
x 2X+ XKr 7 us NE a = 
= xyX+ 7ab) = — 21abxy: 


27. Priorité du signe X dans une suite d'opérations. 
1e7 ExEMPLE : Envisageons la somme de produits suivante : 

(— 3X— 7) 7) + (— 4X+ 1) 1)— (+ 2X— 2M— 10). 
On doit d 7: Pr rip les So ns ce qui PARENTS 

(+ 21) + (— 4) — (— 20) — + 14 + 20 = + 37. 
2° EXEMPLE : (x — yh{e — d) — (x + y)(a +- b). 
Effectuons les produits (n° 26) 
(ex — cy — dx + dy) — (ax + ay + bx + by). 

Supprimons les parenthèses (n° 20) 

ex — cy — dx + dy — ax — ay — bx — by. 
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EXEÆEROIOES 


— Effectuer : 

87. (+17(—13, 68 ( 
60. (—14X— 11) en. ( 
63. (+I2(+4 es ( 
— Effectuer : 

68. (—3)(+2(—5)(— 94. 67. (+1, (— 2,5) (—3)(—1.9). 
8. —D(+DDHDEDED. 06. (542 (— 

m (CDD (CHE 


— mu ie __ différentes les produits suivants : 


1) (3 73. (+12—17—9)(+ 7. 
m EURE ÉRNRe 
nm. (ire à 77. (5 +545) (+5) 
— Calculer de deux façons différentes les produits suivants . 
3 4\/2 3 
78. (—5+12—7(5— 7. 70. (2) (3 E) 
80. (+ 5+14—13)(—7—2. e1. —5)(1—3)- 
8. (—3,5+ 2,7 + 49)(075— 1). 83. (1) (5+1) 


— Effectuer le plus rapidement possible les opérations suivantes : 


84. pt 12 — 15 — 17) 10 
88. ei «1. 2 25 > DU + VD. 
88. je D 69 + b). 


œ. (+5—1)(-5)+3(7—5) 
8. TER 2 [12 — (14 — 10) + 13017 — 12). 
ee. n4—@7— nf 0s+(3—3) ]-12-024+49107+25— 1. 


80. La vitesse d'un point mobile sur un axe est + 4 cm par seconde. Quelles sont les 
abecisses de ce point aux temps + 3 et + 7. Quelle est la var es algébrique du vecteur 
joignant les 2 positions de ce point aux temps considérés ? Même question si la vitesse est 
— 4 om par se 

91. Au temps + 5 l'abscisse d'un mobi'e est — 16 cm, au temps — 3 - "Île ast + 8. 
Quelle est la vitesse de ce mobile sachant qu'il est animé d'un mouvement uniforme? 


D'VISION DES NOMBRES ALGÉBRIQUES 


28. Définition. — On appelle quotient de a par b le nombre 
algébrique x dont le produit par b est égal à a. 


On écnt a:b=x ou EE ce qui signihe l'a = br. | 


Le symbole © senomme fraction algébrique ou rapport des nombres 


: b 
aetb:a est le numérateur, b le dénominateur, a et b sont les deux termes 
du rapport. 

+ 28 
+ 4 
— 28 


EXEMPLES : = + 7 car (+ 4X{+ D) = + 28 


3 = +7cr (—4X+ 7 = —28 
LP = 7 car (—4X— D = + 28 


= =—71 car (+ 4X— 7) = — 28. 


Il en résulte la règle suivante : 


29. Règle. — Le quotient de deux nombres algébriques est un 
nombre aigébrique dont Îa valeur absolue est le quotient des 
valeurs absolues du dividende et du diviseur et dont le signe est 
+ si ces deux nombres ont même signe, — s’ils sont de signes 
contraires. 
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30. Remarques. 


19 La division d'un nombre non nul par 0 est impossible. 
:Si l'on avait a : 0 = x, on aurait a — O X x, donc a = 0. 
2° Le quotient de | par un nombre algébrique est l'inverse de ce nombre. 


EE 
É -] 


L'inverse de (— 5) est : ses gs à 
L'inverse de (+ à) est nm + 4, 
4 + 3 3 
| 4 


3° Diviser un nombre par a c'est le multiplier par l'inverse de a. 


Ainsi mL = — L = (+ 7) (— :) s CF — 5 est l'inverse de — 6 
me + * E Ée ) (— À) Or — ' est l'inverse de — ï- 


Toute division est ainsi remplacée par une multiplication. 


: a L 
En général : 1 a X 5 


31. Quotient d'une somme algébrique par un nombre. 
Cherchons le quotient de (— 5 + 7 — 8) par — 3 : nous avons : 


PP ei noms DOET MN A à 1—8(—3)=+3—5+5 


— 3 3 3 3 
—5 +7 , —8 
ns GS 


Donc 


Pour diviser une somme algébrique par un nombre on peut 
diviser chaque terme de Ïa somme algébrique par ce nombre et 
ajouter les quotients obtenus. 


En général 
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32. Applications aux égalités. 


1° Si deux nombres a et b sont égaux, on obtient encore deux nombres 
égaux en multipliant au en divisant a et b par un même nombre c. 


L'égalité a = b entraîne les suivantes : 


(c différent de zéro). 


ac = bc 2 — 
c 


On peut multiplier les deux membres d’une égalité par un 
même nombre. On peut diviser les deux membres d’une égalité 
par un même nombre différent de zéro. 


En particulier, on peut changer de signe chacun des deux membres (multi- 
plication par — |) — x =5 donne x = — 5. 


20 Les égalités a = b ; ec = d entrainent les deux suivantes : 


ac = bd a _b. 
C 


d 
On peut multiplier ou diviser membre à membre deux égalités. 


PROPRIÉTÉS DES RAPPORTS 


33. Propriété fondamentale. — On ne change pas Is valeur 
d’un rapport en multipliant ou en divisant ses deux termes par 
un même nombre. 


En effet soit x la valeur du quotient F On a (n° 28) : 
a = bx. 


Multiplions les deux membres de cette égalité par n : 


an = bxn ou (n° 26) : an = (bn)x 


donc — = et 


E 
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Les rapports peuvcnt être simplifiés : 








+ 2 
0% 3%. 9, [T7 —5a_—0 
EXEMPLES : TS DT "à _…. TT 
3 
Îls peuvent être réduits au même dénominateur : 
. Let , 2 ce _ bc 
EXEMPLES : +3 onaï Ep} et ne 
re on a : ed et ÉD Ex 
X y X XV y XY 





34. Somme ri de rapports. — On réduit les rap- 
ports au même dénominateur ; on calcule la somme algébrique 


des numérateurs obtenus et on conserve le dénominateur coms 
mun. 


LXEMPLES : 
+3) 2), D 2) (CIM Lee 1) 


ÉD GD' GG) (35) (F3) 
2) (10) + (1) 


(+ 35) 
20 ab 07, 6x __ xy _ ay + bx — xy, 
X y XY Xy xy xy 


. Produit de rapports. — On multiplie les numérateurs 
entre eux et les dénominateurs entre eux. 


—2,—9,40D C2), 


dj (+5 D 3 (H5X+7X— 3) 
a, CC, e _ace 


36. Quotient de deux rapports. — On multiplie le rapport 
dividende par l’inverse du rapport diviseur. 


(— 7.460 CD, CID=CNEIN) 


Gén Gt" «9 +470 
a c _a, d _ad 
a FT. 
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KXEROIOES 


— Effectuer les divisions suivantes : 


92. (+ 56) : (+ D. 93. (— 56) : (— 8). 04. (+ 64) : (— 16). 
96. (— 260) : (+ 12). 08. (+ 105) : (— 7). 07. (— 286) : (— 13). 
98. (+21) :(— 717. 99. (— 286) : (— 11). 100. (+ %) : (+ 8). 
— Effectuer les divisions suivantes : 

101. (+ 15): (-. 102. (— 7,5): (—:). 103. (— 1): (+ 
104. - :) e (+ 1,0. 106. (+ :) : (— Ê . 108. —i) (+ ;). 
am ee (42) ve (8): (9 (41.0 


— Effectuer les divisions suivantes : 


nn 0 a! Fer fer EC À . os LL er à 
418. 108 EE, 414. 205. 415. TENTE, 


— Simplifier Les rapports suivants et trouver leur valeur : 


— 63 — 308 273 

116. 770 e 127. myTYY 418. pr 
48 — 169 
19. 120. —7 





ee 
421. —" ", 122. 
5+2—2 jet 
5 3 2 4 
1—2_4 
7 9 — 3 — 0,5 — 0,75 
123. NE 124. T2 3 
3 D 3 4 
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—3+5—6 4—3+] 








ALGÈBRE 


— Effectuer les opérations suivantes : 


128. 


130. 


Mu D LS DRE Tes = or 1e 
| | 
. US 243 54 
3_1 14 3 
4 5 2 
— Effectuer les opérations suivantes : 
7 = L a 
4 _1 L 
Eu Lt pi 
3 5 8 16 


| SIXIÈME LEÇON | 


RELATION DE CHASLES 


37. Somme de deux vecteurs portés par un même axe ou 

par des axes parallèles. 
L A de 
Considérons les deux vecteurs AB et DE (fig. 3) portés par les axes paral- 
— 
lèles xy et x’y’. Construisons par l'extrémité B du premier vecteur BC paral- 
— 
lèle à DE de même sens et de même longueur : C se place sur l'axe xy puisque 
— 

les directions xy et x’y” sont parallèles. Le vecteur BC est dit égal au vecteur DE 


— —> —+ — — 
et le vecteur AC est par définition la somme des vecteurs AB et DE ou AB et BC. 
E D 
GO 
L A | ÿ° 


A C B 


CR EP 
æ J 
Fic. 3. 


Deux vecteurs sont égaux lorsqu'ils ont des directions paral- 
lèles, même sens et même longueur. 


—- —> 
Pour former la somme de deux vecteurs AB et DE de supports 
parallèles ou de même support, on mène par l'extrémité B du 


—> — 
premier vecteur un vecteur BC égal au second. Le vecteur AC qui 


joint l'origine du premier à l'extrémité du dernier est la somme 
cherchée. 


+. + + + +  — 
Où écrit : AC = AB + DE ou AC — AB + BC. 
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—> — 
Nous nous limiterons au cas de deux vecteurs consécutifs tels que AB et BC 
portés par un même axe. 


38. ThSorème I. — La mesure algibrfque de la somme de 
deux vecteurs consécutifs portés par un même axe est égale à 1a 
somme des mesures afgébriques de ces vecteurs. 


_— — 
Rappelons que AB désigne le nombre algébrique qui mesure AB sur l'axe 
xy (hg. 3). Il s'agit de montrer que l'égalité (de vecteurs) 


> + —> 
AC = AB + BC 
entraîne l'égalité algébrique suivante : 


| AC = AB + BC | (relation de Chasles) 


Observons qu'il existe 6 cas de figures possibles (fig. 4). 


À B C À C B 

B A C B C À 

C A B C B A 
Fic. 4. 


Démontrons le théorème dans le 4° cas de figure où l'on a, entre les nombres 

arithmétiques BA, BC et CA l'égalité : 
CA = BA — BC. 

Tout nombre arithmétique est identique au nombre positif de même valeur 
absolue (n° 18). A 

On peut donc remplacer BA, BC et CA par BA, BC et CA : ainsi 

CA = BA — BC 

ou (n° 21) — BA + BC = — CA. 

Or — BA désigne (n° 7) le symétrique du nombre algébrique BA, c'est-à- 
dire le nombre AB : de même — CA est identique à AC : on a donc : 


AB + BC = AC. 
Vérification : Si AB = (— 7) et BC = (+ 4), on a AC = — 3 
et (—3)=(—7) + (+ 4. 


On pourra vérifier qu'il en est de même dans les autres cas. 
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REMARQUE. — Il faut trois égalités arithmétiques pour traduire, selon le cas, 

la position relative de 3 points en ligne droite : ce sont : 
AC = AB + BC AC = AB — BC ou AC = BC — AB. 

Au contraire, la relation de Chasles est absolument ind:‘pendante de l'ordre : 
dans lequel scnt placés les trois points À, B et C. 

On écrirait de même si M, N, P sont trois points d'un axe : 

MP = MN + Nr. 

(On intercale la lettre N entre les lettres M et P qui figurent dans le 

ÏT membre.) 


39. Théorème II. — La mesure algébrique d'une vecteur porté 
par un axe est égale à l’abscisse de son extrémité diminuée de 
l’abscisse de son origine. 

Soient sur l'axe xy (8. 5) les points À d'abscisse (+ 2) et B d'abscisse 
(— 3); on a AB = —5 


B7 M 0 A | 
NS 
Fic. 5. 
Or —5=(—3)--(+ 2). 


+ 
Nous vérifons que la mesure algébrique de AB est égale à l'abscisse de son 
extrémité B diminuée de l'abscisse de son origine A. 
Démontrons qu'il en est toujours ainsi. D'après le théorème 1, on a : 
AB — A0 +0B-0B+A0  … 
= OB — OA (car + AO = — OA) 


Soit b l’abscisse de B, a celle de À : on a dans tous les cas : 


ExEMFLE : L'éche!le du thermomètre peut être assimilée à un axe: la variation 

e température est alors égale à la fempérature finale moins la température ini- 

tiale ; s1 le thermomitre indique (+ 3) à midi et (— 5) à minuit la variation 
de température de midi à minuit est de : 


(— 5) — (+ 3) = — 8 degrss. 


40. Abscisse du milieu d'un segment. 
Consid:rens les points À et B (fig. 5) d'abscisses + 2 et — 3 ; soit Û le 
milieu de AB : on a AM = BM = 2,5 : donc : 


OM = 0,5 et OM = — 0,5: 
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— 0,5 = Lac 


or 


dd. OM — LATE. 


Démontrons que cette formule est générale : quelle que soit la disposition 
des points O, À et B sur l'axe xy, on a, d'après le théorème de Chasles 
OM = OA + AM 
OM = OB + BM. 
Additionnons membre à membre ces deux égalités : 
2 OM = OA + OB + AM + BM. 


Or AM et BM sont deux nombres symétriques, leur somme est nulle : 


Donc 2 OM = OA + OB 
Ce: OM = OA + OB, 
2 
Soient a, b, m, les abscisses des points À, B et M : on a : 
_atb 
TN 2 


Le milieu d’un segment a pour abscisse Ia demi-somme des 
abscisses des extrémités de ce segment. 


EXERCICES 


1431. Vérifier la relation AC = AB + BC, les points À, B et C appartenant à un axe xy, 
dans les ces suivants : 

1° les abscisses des points À, B, C sont 0, + 3, + 5 (en centimètres) 
2 les abscisses des points À, B, C sont 0, — 2, — 4 “ 
39 les abscisses des points À. B. C sont 0, + 7 
4 les abecisses des points À, B, C sont 0, — 5, — 3 
5 les abecisses des points À, B, C sont 0, + 2, — 3 
6° les abscisses des points À, B, C sont 0, — 3, + 2. 


432. Soit un axe xy, O l'origine des abecisses, vérifier la relation AB — OB — OA dans 
les cas suivants : 
1° les abscisses de A et B sont + 3, + 5 


2 les abscisses de A et B sont — 2, — 4 
3° Îles abecisses de À et B sont + 7, + 2 


u 
D 


RELATION DE CHASLES 33 


# les abscisses de À et B sont — 5, — 3 
5 les abscisses de A et B sont + 2, — 3 
6° les abscisses de A et B sont — 3, + 2. 


133. Soient À et B deux points d'un axe, M le milieu de AB ; vérifier la relation 


OM = TEE ans les cas suivants : 


1° les abscisses de A et B sont + 5et +9 
2 les abscisses de A et B sont — 5 et + 9 
39 les abscisses de À et B sont — 5 et — 9 
4° les abscisses de A et B sont — 9 et + 5. 

134. Soient sur un axe xy les pots À, B, C, D d'abscieses + 2, + 4, — 1, — 3. Vén- 
fer la relation AD = AB + BC + CD : en est-il ainsi, quelle que soit la disposition des 
points À, B,Cet D? 

135. Soient 4 points À, B, C, D sur un axe. Démontrer la relation : 


AB + BC + CD + DA = 0. 
1368. Calculer le nombre d'années qui s'est écoulé entre les dates suivantes : 51 ans 
avant J.-C. et 800 ans après J.-C. Généraliser avec les années a et b. 


137. Soient A et B d'abscisses + 4 et — 3. Déterminer les abscisses des points C et D _ 
Sul ms AB en 3 parties égales. Généraliser en désignant par a l'abscisse de À et par 


b ce 


138. Soient À, B, C et D quatre points d'un axe dont les abscisses sont + 2, — 3, —1, 


+ 4. Vérifier la relation : 
DA.BC + DB.CA + DC.AB = 0. 
En est-il toujours ainsi lorsqu'on désigne par a, b, c, d les abscisses des points À, B, 


Asrrauérique. Accisae, Gfouérais # Lvcres 2 


SEPTIÈME LEÇON 


PUISSANCES 


&1. Définition. — On appelle puissance d’un nombre le pro- 
duit de plusieurs facteurs égaux à ce nombre. 


… Ainsi (— 3) ( — 3)(—3)(—3)(—3) s'écrit (—3)}"  etse lit 
‘— 3 puissance 5 ” 
Le nombre entier 5 est l' far vi de la puissance : 1] indique que le produit 


contient 5 facteurs égaux à (— 3 
En général M—axaxXa... X a (se lit“ a puissance n”). 
D Ve “EE 


n facteurs 


æ se lit ‘* a au carré k ou ‘a deux ‘ 
a* selit‘‘aau cube ou “ a trois ”. . 
a se lit ‘‘ a puissance 4 ” ou ‘a quatre ”, etc... 


I] résulte de cette définition que foute puissance d'un nombre positif est un 
nombre positif. 


42. Puissances d'un nombre négatif. 
1° Ona—3) = 33) (3) (3) (—3). 


Sa valeur absolue est 3% ou 243 : son signe est —, le nombre des facteurs 
négatifs est en effet impair (n° 25). ‘donc : (— 35 = — 243. 


Ainsi : toute puissance d’exposant impair d’un nombre négatif 
est un nombre négatif. 

Autre exemple MUC 

2°0na (— 3} =(—3)(—3) (—3) —3). 


Sa valeur absolue est 3“ ou 81 : son signe wr- w car le nombre des facteurs 


négatifs est pair (n° 63), donc : (— 3} = + 
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Ainsi: foute puissance d’exposant pair d’un nombre négatif 
est un nombre positif. 
Autre exemple : : (— 1) = 1. 


En particulier : /e carré d’un nombre algébrique est toujours un 
nombre positif : 


(+ 7°= +49  (— 7) = + 49. 


Deux nombres symétriques ont le même carré. 


43. Produit de deux puissances d'un même nombre. 
Soit à calculer ds X a° 


Cn a : d’—axXaxXaxXaxX a dS=axax a. 
Donc a X a*=(auxXxaxXaXaxX a)X (axX a X a). 
=aXaxXaxXxaxXxaxaxXaxX a = a = a°*à, 


EXEMPLE (— 2)* x (— 2} ee. (— 2) 


Le produit de deux puissances d’un même nombre est une 
puissance de ce nombre dont l’exposant est Ia somme des expo- 
sants des facteurs. 


La règle subsiste si l'on doit calculer le produit de plusieurs puissances d'un 
même nombre : 


a X ax at = x at = alt= a +3 +4, 





En général 


44. Quotient de deux puissances d'un même nombre. 
L'égalité d=®@Xx à - 


entraine la suivante : e— = à = a+ 
Le quotient de deux puissances d’un même nombre est une 
puissance de ce nombre dont l’exposant est Ia différence des 


exposants du dividende et du diviseur. 


En général a am" Exemple = ; = (— 3) 


EXPOSANT ZÉRO. — Nous avons supposé dans l'exemple précédent m > n. 
Supposons que l'on ait m=n. : 
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EXEMPLES : 7 — 


La puissance zéro d'un nombre quelconque est égale à 1. 
EXPOSANT NÉGATIF. — Lier Lg | ha autm<n. 


EXEMPLE : (— 3} 





— 3)* Ï 
cette fraction peut être simplifñée par (— 3)* ; + = = 3} ; 


L'application de la règle précédente donne : 
CRE & 
TE ET nn 








(2 
Nous conviendrons donc que = (— 37". 
De même on a == a+, 


En général, x désignant un nombre entier et positif on écrit : 


45. Puissance d’une puissance. 





Calculons (e 4: on a (n° 43) 
a) = a! X a X à X a° = a! 
Donc as)t — axé, 


En cod 


La puissance d’une puissance d’un nombre est une puissance 
de ce nombre dont l’exposant est le produit des deux exposants. 


EXEMPLE : [— 51° = (— 5) 
46. Puissance d’un produit. 
Ona: (abc) = (abc) (abc) (abc) = abc. abc. abc. = abc, 


En général (abc)" = abc 


Pour élever un produit de facteurs à une puissance, on peut 
élever chaque facteur de ce produit à cette puissance. 


ExEM :(—3)+2< 2 = (—3 2} (— 
es: (DDC EG ZE D CTP 
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47. Puissance d'un rapport. 


GE) —G)) 56) = iris 5 
En général : (£ = 


Pour élever un rapport à une puissance on peut élever les deux 
termes de ce rapport à cette puissance. 


: . [ŒODPF_ŒIR 1 3x\? _9x 
PNR IRD ET" GE) = 4 


48. Racine carrée d'un nombre algébrique. 


On appelle racine carrée d’un nombre algébrique À tout nombre 
a dont fe carré est égal à À 


Si & = À, a est racine carrée de À. 


Or, a est un nombre positif (n° 42) : il en est donc de même de A. Ainsi : 
Un nombre négatif n’a pas de racine carrée. 





. égalités (+ 5} — 25 et (— 5} — 25 montrent que le nombre 
eux racines carrées symétriques. De même : 


Tout nombre positif a deux racines carrées qui sont deux nom 
bres symétriques. 
On écrit +5 = + V25 ou V25 et — 5 = — V25. 


Le symbole V s'appelle un radical et se lit :« « racine carrée de ». 


VA désigne la racine carrée arithmétique ou la racine carrée positive du 
nombre positi 


EXEROIOES 
1439. Calculer les puissances d'exposant 2, 3, 4, 5 des nombres suivants : 
+1):4+3):45:-— D: (— 4) ; (— 5). 
440. Calculer : 
— 11} ; (+ Y ;:— 10): HP: — 1Y 
141. Calculer : 


CCD 7 He ea 
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142, Calculer : 


paske ()x (if): [() Ter 


— Calculer : | 
148. [(— 1) (+ 2 (— 3); 144. {+ 1) (— 3) 5. 


15. [(+ 2 — 2 (— 3. we. | (5)(—3)(—5) l | 
1a7. | (5) (—2) (+3) |. 148.[ (0,5 (+ 075) (+3) |: 


“449. Calculer : 


Di: HO0N:HO0: (—5 :(—35) 
4 :4; 23:29: (3) :(5): 
3160. Calculer la valeur dé—+—x+i. 
1° pour x = 3 ; 2 pour x = — 2; 3° pour x = 3 : 4° pour x = — 3. 


451. Calculer la valeur de x: — 3x + 5 x — 7. 
1° pour x=4: 2° pour x=—l: TP 4 pour x = —?. 


me — 1 


1° pour x = Ï : 2 pour x == — | :3 pour x = |; # pour x = 2 
4683. Calculer la valeur de a — 4 &b + 6 a°b? — 4 ab? + Bt 
1° pour am + 2etb= — 3 ;2 pour a = — jet b = — 3. 








3 xy_ _x—7y 
154. Calculer le valeur de =" 3 1. 


1° pour ze letym—2;2 pour ze — jet y = +2. 
455. Soient 3 points À, B. C d'abecisses + 2, — 1, — 3, sur un axe où O est l'origine 
des abscisses. Vériñer la relation : 
OA: BC + OB:.CA + OC'AE + ABBC.CA = 0. 
158. Sur un axe où O est l'origine des abscisses sont placés trois points À, B, M d'abs- 
cmses + 3, — 3, + 1. Vénifer les relations : 


MA.MB = MO? — OA. 
MA? + MB! — 2 MO: + 2 OA!. 
MA? — MB! — 2 AB.OM. 
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INÉGALITÉS 


49. Définitions. — On dit qu’un nombre a est plus grand qu’un 
.an0ombre b si la différence a — b est un nombre positif. 

On écrit a > b. 

S1 la différence a — b est positive, La différence b — a est négative car les 
nombres a — b et b — a sont symétriques. 

Ainsi, un nombre b est plus petit qu'un nombre a si la différence b — a est 
négative et on écrit b < a. 


a > bet b < a sont des inégalités. Ce qui est écrit à gauche du signe > 
ou < est le 17 membré, ce qui est écrit à droite est le second membre. Il résulte 
de la définition, que : 


1° Tout nombre positif est plus grand que zéro. 
(+ 7)— 0 = + 7. Donc + 7 > 0. Nous remplacerons a positif par 
a < 0. 
2° Tout nombre négatif est plus petit que zéro. 
0 — (— 3) = + 3. Donc 0 > — 3 ou — 3 < 0. 


Nous remplacerons a négatif par a < (. 
3° Tout nombre positif est supérieur à tout nombre négatif. 


(+ )—(—9=1+9—=+10 Donc + | > — 9, 
… De deux nombres positifs, le plus grand est celui qui a la plus grande valeur 
ue. 


(+ 159—(4+12=15—-12=4+3 Done + 15 > + 12. 


À De deux nombres négatifs le plus grand est celui qui a la plus petite valeur 
ue. 


oué lo on us Donc (— 5) > (— 8). 
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REMARQUE . — Les inégalités a > b et c > d sont dites de même sens : 
les inégalités a > bet c < d, de sens contraires (< au lieu de >). 


50. Position d'un point par rapport à un segment. — Soit un 
axe xy orienté dans le sens de la flèche ( ç. 6) et O l'origine des abscisses sur cet 
axe. 


Plaçons les points À d'abscisse + 3 et B d'abscisse — 1. 


6 d 0 E A C 
A 
æ - ÿ 

Fic. 6. 


Tout point C d'abscisse supérieure à + 3 se place extérieurement au seg- 
ment et sur la demi-droite Ay. Tout point D d'abscisse inférieure à — | 
se place extérieurement au segment AB et sur la demi-droite Bx. Tout point E 
dont l'abscisse est comprise entre — | et + 3, c'est-à-dire plus grande que 
— | mais plus petite que + 3, se place à l'intérieur du segment 
Réciproquement, si un point est à l'extérieur du segment AB son abscinse x 
vénfe l'une ou l'autre des inégalités x > + 3 ou x < — Ï. Si un point est 
inférieur au segment AB son abscisse x vérifie la double inégalité 
—|<x< +3. 
= ‘abscisse d'un point mobile sur l'axe xy augmente ou croît si ce point se 
dans le sens xy. Elle diminue ou décroît s1 ce point se déplace dans le 
_ yx. 


51. Théorème I. — On peut ajouter ou retrancher un même 
aombre aux deux membres d’une inégallté. 


Soit a > b c'est-à-dire a — b > 0. 
la différence (a + c) — (b + c) est égale à a — b (n° 21), donc : 
(at )—(b+9>0 soit ate>b+e. 
On peut donc pe le nombre c (ou retrancher le nombre — c) aux deux 
membres de l'inégalité a > 
EXEMPLE — Soit APR EE | 
Ajoutons le nombre y — 5 aux deux membres. 
(x+5)+w—5) > y —7 + u—5) 
soit x + y > — 7 —5, 
— — y et + 5 ont ainsi changé de membre et sont devenus + y 
et — ne : 
Dans une inégalité on peut faire passer un terme d’un membre 
dans l’autre à condition de changer le signe qui le précède. 


_ INÉGALITÉS 4) 
52. Théorème II. — On peut ajouter membre à membre des 
inégalités de même sens. 


Les inégalités a > b:c> d;e > f sont de même sens (même signe >). 


Llies signifñent que les nombres (a — b), c — d), (e—f) sont positifs ; la 
somme de ces 3 nombres est elle-même positive : donc : 


(a—b)+(c—dD+(e—f)>0 


ou (n° 20) a—b+c—-d+e—f>0 
soit (atcte)—-(b+d+pf}>0 
ce qui entraîne atc+t+e>b+d+f. 


On peut remarquer que le théorème subsiste si l'une des inégalités est rem- 
placée par une égalité : 


Si l'ona:a>b:c—d; e> fonaaussi :atc+t+e>b+d+f. 


53. Théorème III. — On peut multipiler ou diviser les deux 
membres d'une inégalité par un même nombre positif en conser- 
vant le sens de cette inégalité. 


On peut multiplier ou diviser les deux membres d’une inégalité 
par un même nombre négatif à condition de changer le sens de 
l'inégalité. 


19 Soit a > b ce qui signiñe a — Bb > 0. 
pan? 9 55 : nombre positif a — b par un nombre positif m : le produit 


est positif. D 
Te ma—b) > 0 ou ma — mb > (. 
Donc ma > mb inégalité de même sens que la 1°. 
EXEMPLES : Soit — 7 > — 8, multiplions les deux membres par + 2. 
Nous obtenons — 14 > — 16. 
Soit de même : +23>— 3: 
Multiplions les deux membres par + 6. 
Nous obtenons + 10 > — 21. 


2° Soit a > b ce qui signifie a—b>0.: 
re 7 gr u le nombre positif a — b par le nombre négatif m : le produit 


est négatif. Donc : 
ma — b) <0 ou ma — mb < 0. 


Donc ma < mb inégalité de sens contraire à la 1"° (< au lieu de >). 
EXEMPLES : Soit = | < Z 
Multiplions les deux membres par — 4. 

Nous obtenons x > — 1. 


A 
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Soit de même : — x <—S5. 
Multiplions les deux membres de l'inégalité par — 1. 
Nous obtenons x > 5. 


REMARQUE. — Multiplier les deux membres d'une inégalité par — | revient 
à changer de signe ses deux membres (n° 24). Donc : 


Si l’on change le signe des deux membres d’une inégalité, il 
faut aussi en changer le sens. 


EXHROIOKS 


— Comparer les nombres algébriques suivants : 


187. +2e4—5: + et — 2: +30; Det—9 
14568. +7 et +6: —Jet—9; —3et—35: —0,54 et — 0,57. 
3 2 3 5 17. 15 
159. Fat ts: LR. —3et——;: Jet. 
17 9 11 12 34 35 
1460. +254et +; — l3et—;;: D: +Tst+z. 


101. Quels sont les nombres x qui vérifent à la fois les deux inégalités suivantes : 
x < 3et x < — 1? Interprétation graphique : parer la position sur un axe, du 
RÉ Re 

162. Quels sont les nombres x qui vérifient à La fois les deux inégalités x < — | et 
x > — 5 ? Interprétation graphique. 

163. Existe-t-il des nombres x qui vérifient à La fois lcs deux inégalités x > Det x < 2? 
Interprétation graphique. 

164. Quels sont les nombres x qui vénifent à la fois : 

1° la double inégalité 2 < x < 6? 
2 l'une des inégalités x < 3 ou x > 5 ? Interprétation graphique. 

165. Exste-t-d des nombres x qui vérifient à la fois : 

1° la double mégalité —3 < x <—1? 
2 l'une ou l'autre des inégalités x < — 4 ou x > 0 
Interprétation graphique. 

168. Quels sont les nombres x qui vérifient à La fois les inégalités suivantes : x > 0: 
x <5;:x<3 et x > 2? Interprétation graphique. 

167. Quels sont les nembses x qui vérihent à le foss : 


1° La double inégalité — © < x < + 52 


3 
2 l'une ou l'autre des inégalités x > 3 ou x < 5? 
Interprétahon graphique. 


NEUVIÈME LEÇON 


EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES 


54. Définition. — Une expression algébrique est un ensemble 
de nombres donnés, ou représentés par des lettres, sur lesquels 
sont indiquées des opérations à effectuer. . 


EXEMPLES : 2ax —3bx — a — VE — à. 
Une expression algébrique est rationnelle quand elle ne contient pas de 
lettres sous un va Fu Sinon elle est irrationnelle. 


Une expression rationnelle est entière si elle ne contient pas de dénominateur 
littéral. Dans le cas contraire elle est fractionnaire. 


Z 


à a —bV3 est une expression entière. 





| 
x +3 
2x + V x? + 7 est une expression irrationnelle. 


est une fraction rationnelle. 


55. Valeurs numériques d'une expression algébrique. 


La valeur numérique d'une expression algébrique, pour un ensemble de 
valeurs attribuées aux lettres qui y figurent, s'obtient en remplaçant chaque 
lettre par sa valeur et en effectuant les opérations indiquées. 
2a (a — b) 

3 


Ainsi pour a = + 4 et b = — 5, l'expression a pour valeur 


numérique : 
2x 4(4+5) _ 24 
MNT issus : 
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Parfois 1l est impossible de calcuier la valsur numérique d'une expression. 
po q P 
pe 





Aansi pour x = + |, les expressions © et V x —2 n'ont pas de valeur 


numérique. 


Lorsque deux expressions ont même valeur numérique, quelles 
que soient les valeurs attribuées aux lettres, elles sont équivalentes. 
(a + b)x et ax + bx sont deux expressions équivalentes. 

56. Calcul algébrique. — Le calcul algébrique a pour but la trans- 


formation des expressions algébriques en expressions équivalentes. 


Simplifier ou réduire une expression, c'est l'écrire sous une forme équivalente 
plus simple, et par conséquent plus facile à calculer numériquement. 


MONOMES 
@ 


57. Définition. — Un monôme est une expression algébrique 
dans laquelle les seules opérations à effectuer sur les lettres sont 
des muléplications ou des élévations à une puissance. 


Ainsi : Z abs, — a (— 4) (— 0), (2 + +) a x (— y) 
sont des monômes. 


La valeur numérique d'un monôme peut toujours se calculer, quelles que 
soient les valeurs attribuées aux lettres. 


Poura=—2b=+3, x = — | le monêne 2 a*h%x a pour valeur 
numérique ! 


EXD X (HP X = x 4x 27 X Le — 378 


58. Réduction d'un monôme. — Soit le monôme 
(— 4) a°h° ( ) a Ext. 


Nous pu modifer l'ordre des facteurs, puis remplacer plusieurs d'entre 
eux par leur produit effectué. Nous obtenons : 


(— 4) x G) aa b%b*.x? puis 
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Le monôme a été réduit : 
ab5x? est Îa partie littérale du monôme. 


— ‘ est le coefficient numérique du monêôme. 


(Il faut éviter de confondre, dans un monôme réduit, le cœæfhcient avec 
l'exposant de l'une des lettres.) 


Le coefhcient numérique n'est pas toujours apparent : 
a°x‘y a pour coefhcient 1- |. 
— by «a pour coeffñcient — |. 


59. Monômes identiques. — Lorsque deux monômes sont équiva- 
lents, ils ont même forme réduite. On dit alors qu'ils sont identiques ; ils ont 
même partie littérale et même coefhcient. 


Ainsi les monômes : 
] Ï 
(— 2) ab (+ 1) Bt et a(+48(— :) BA 
se réduisent tous deux à : 
— ‘ ab‘x2, 
[ls sont identiques. 


60. Monômes semblables. — Deux monômes sont semblables 
lorsqu'ils ont la même partie littérale. 


Ainsi : | 15 a°b?c, — 7 abc et ; ab?c. 


sont des monômes semblables. 


61. Somme ce Ve 0 de monômes semblables. — Consi- 
dérons la somme algébrique de plusieurs monômes semblables : 


4 a?x°y — ; ax°y + L a?x°y 


Cette somme est le développement du produit équivalent 


(4 —? + +) a°x°y 
obtenu en mettant entre les parenthèses la somme des coeffñc:ents. 
La somme algébrique proposée est donc égale au monôme 


à a?x y. 
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La somme algébrique de plusieurs monôêmes semblables est un 
monôme semblable à ces monômes dont le coefficient est égal à la 
somme algébrique des coefficients des monôêmes considérés. 


La réduction d’une somme de monômes semblables se ramène donc à celle 
des coefhcients. 
62. Degré d'un monôme. 


On appelle degré d’un monôme par rapport à une lettre l’expo- 
sant de cette lettre dans Ice monôme 


: ab‘x° est du premier degré en a, du quatrième degré en b et du second 
degré en x. 


On appelle degré d’un monôme par rapport à plusieurs lettres 
la somme des degrés par rapport à chacune de ces lettres. 


g abtrs est du cinquième degré (| + d)en a et b. 


du troisième degré Û + 2)jen aetx 
du septième degré (1 + 4 + 2) en a, bet x. 





EXEROIOES 
— Calculer la valeur numérique de : 
168. 3 —2a+5 pour a= +4,—2et.— 1]. 
169. 3x22—5x+7 pour x = + 3, + 5 et — 3. 
170. 42—12%—4x+7 pourx=+5,—3 et +3: 
an. ZE ES + ie Er? pour x= +3,—2et +5. 
7 — 3 — 
172. ir + A 2 +2 pour x=+4,+2e«t—3 
173. (+ I —x—2% pour x=— |, + jet — 3: 
174. (a+ 1) (a — 1) + 4a° pour a —3,+ 3et3: 
: 
175. & + y) _E - pour x = —5ety= +2. 
476. —"— D pour a = + 7et b = — 2, 


a? — 2 ab + b° 
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177. Vérifer que, pour a = — 5 et b — + 3, les expressions suivantes ont même 
valeur numérique : LE 


a — ab + b?, ATEN e (a + Bb} — 3 ab 
178. Même exercice pour a = + 4 et b = — 1 avec les expressions 


Ca + D) (a— 8), Ga— 5) (a+ D et SHPIEE, 

179. Peut-on calculer pour a = + 5 et b = — 2 |la valeur numérique de l'expression 
d'+2ab—3b 
aa—1)—5b 





180. Même exercice pour a = let b = + 2 avec l'expression ue 


— Réduire les monômes suivants et calculer leur valeur numériques : 

2\ : 
161. (—2) dx x 6-35) x (+3) poua=—3, x=+2, y=—|. 
Fig. xy + (—2) 2 x 2 elle ant 


3.2 x (— ne x (7e powam +35, z=+ 3, y=—2 
184. (2) à x (5) 6x x € 29 pour a=4, b=—1,x=—2. 


185. 42 X (357 x (— ©) try pour a=—3. sm, y=3. 


— Effectuer les sommes de monêmes suivantes : 


Tes. Sar—jar+jar—2ar 

3 7. I 
187. — 3 dbz + Gobx — 5 d'bx + 5 dbz. 
168. — 5 ax + 3 ax — 2 aix 
189. 2 o'Bxty — 2 otbtry + 2 abc, 


190. Dire quels sont les degrés des monêmes suivants : 


2 3 ‘ _3 426 _7 

—3 x, 2 ab°x?, 5 by, 5 dy" 

1° Par rapport à la lettre x, puis par rapport à y. 

ï 29 Par rapport à l’ensemble des lettres x et y, puis par rapport à l'ensemble des lettres a, 
.xety. 
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Ù 


POLYNOMES 


63. Définition. — Un polynôme est une somme algébrique de 
plusieurs monômes. 


Chacun de ces monômes constitue un ferme du polynôme. 
EXEMPLES : 3a°b — ab° —? a? + 4 b3 


2r— + 5— Tu 


Lorsqu'un polynôme, contient seulement deux termes, on l'appelle un 
binôme. S'il contient trois termes, c'est un trinôme. 


2x3 — 5x est un binôme. ‘ 
\ 4x — 3x +5 est un trinôme. 


La valeur numérique d'un polynôme s'obtient en faisant la somme des valeurs 
numériques de chacun de ses termes : 
Ainsi pour : x—=—2 Île trinôme 72x°—3x+T est égal à: 
2—2}/—-3(—-2)+1=8+6+I—= 15. 
64. Réduction d'un polynôme. — Considérons le polynôme 
7x8 + 8x — 3 + 4x — 2x5 — 5x + 2. 


Groupons les termes semblables et remplaçons chacun de ces groupes par: 
le monôême équivalent. Nous obtenons : 


7x — 2x5 + 8x + 4x — 5x — 3 +2 
ou (7 — 2)x% + (8 + 4 —5) x + (— 3 + 2). 
Soit finalement 5x + 7x — 1. 





Le polynômeainsi obtenu est équivalent au polynôme pr ay et ne contient 
nus de termes semblables. On dit aue le polynôme a été réduit ou que l'on a 
fait la réduction des termes semblables. 

65. Polynômes identiques. — Lorsque deux polynômes se composent, 
après réduction. des mêmes termes, on dit qu'ils sont identiques. 


Les polynîimes 
— 3 + x — 5x et —5x — 3 + x° 
sont deux polynômes identiques. On passe de l'un à l'autre en modifiant 
l'ordre des termes. 


On démontre que deux polynômes équivalents sont identiques. 


66. Degré d'un y Anges — Le degré d’un polynôme réduit, 
par rapport à une lettre (ou à plusieurs lettres), est le degré du 
monôme de plus haut degré par rapport à cette lettre (ou à ces 
lettres). 

2x — 3 + 4x' est du second degré en x. 

x'y® — 3x°y° — 2xy* est de degré 6 en x, de degré 5 en y et de degré 9 
en x et y. 

Contrairement à ce qui se passe pour un monôme le degré par rapport à 


deux lettres n'est pas obligatoirement la somme des degrés par rapport à 
chacune de ces lettres. 


Lorsque tous les termes d'un polynôme ont même degré par rapport à 
plusieurs lettres on dit que le polynôme est homogène par rapport à ces Lttres. 


2x° — 4xy! + x'y est un trinôme homogène du troisième degré en x et y. 


67. Polynômes ordonnés. — Considérons un polynôme à mme seule 
variable, c'est-à-dire contenant une seule lettre : 
3x? — 2x + 4 — 5x. 
IL est logique d'écrire les termes de ce polynôme de façon que leurs degrés 
aillent soit en augmentant soit en diminuant. 


4— 2x + 3x — 5x? ou — 5x + 3x? — 2x + 4. 


Dans le premier cas le polynôme est ordonné par rapport aux puissances 
croissantes de x et dans le deuxième cas i/ est ordonné par rapport aux puis- 
sances décroissantes de x. 


Un tel polynôme est complet s'il y figure un terme de chaque degré. Le 
polynôme incomplet du 3° degré x° — 2x + | peut d'ailleurs s'écrire 
X°+Ox'— 2x + Il où x +-— 2x + I 


en remplaçant le terme manquant en x° par OÜx* ou par un point. 
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Un polynôme à plusieurs variables peut être ordonné par rapport à l’une de 
ces variables. 


x?y — 3xy + 4x — 2 est ordonné par rapport aux puissances décroissantes 
e x. 


2x — 3x°y — 4xy° + y° est un polynôme homogène du 3° degré en x et y 
ordonné simultanément par rapport aux puissances décroissantes de x et par 
rapport aux puissances croissantes de y. 


68. Somme de polynômes. — Soit à additionner les polynômes 
a + 5a — 7b, 6a? + 3b—2 et — da + ,5b — 3. 
La somme de ces polynômes s'écrit : 
(a? + 5a — 7b) + (6a° + 3b — 2) + (— dat + 5b — 3). 

Cette Lg a, quelles que soient les valeurs numériques données aux 

ces même valeur que le sant obtenu en supprimant les parenthèses 
n° 2 
a + 5a — 7b + 6a! + 3b — 2 — da? + 5b — 3. 


La somme de plusieurs polynômes est équivalente au polynôme 
formé par tous les termes de ces polynômes. 


Neus pouvons d'ailleurs, dans l'exemple envisagé. réduire le résultat : 


nous obtenons : 
3e + Sa + b — 5. 


69. Différence de deux polynômes. 


La différence des polynômes 3a? + 6a — 7b et 2a° — 4a — 3b s'écrit : 

(G@ + 6a — 7b) — (2 — 4a — 3b). 
Cette expression a même valeur numérique que le polynôme obtenu en 

supprimant les parenthèses (n° 20). 
3 +- 6a — 7b — 2 + 4a + 34. 
Par suite ce résultat est équivalent à la somme : 
(Ga + 6a — 7b) + (— 2 + da + 3b). 

D'où la règle : 
Pour retrancher un polynôme il suffft d’ajouter le polynôme 


symétrique obtenu en changeant les signes de chacun de ses 
termes. 


Une somme algébrique de polynômes se ramène ainsi à une suite d'addi- 
tons. 


POLY NOMES 5) 
70. Somme algébrique de polynômes à une variable. 


Ïl est bon dans ce cas d'ordonner ces polynômes et de les compléter sily 
a lieu. On peut alors les disposer, comme pour une addition numérique, l'un 
+ sy de l'autre, en faisant correspondre verticalement les termes sem- 
ables 


EXEMPLE. — Soient les polynômes 
A=2—5x+ 4x B=—8r+ 48+6 C=—2x% +3 + é+2x 


Pour calculer la somme albébrique S = À — B + € on écrit : 
A = + 4x  —5x +2 
—B= + —4% + 8x —6 
C=—2x + +2x +3 


S—= 2x — 3 + 5x —] 


La réduction des termes semblables est immédiate et on obtient un résultat 
ordonné. 


EXHROICES 


— Réduire et ordonner les Es suivants : 
191. — 2; +3 … —3r%+: 


; ë —3#+5+4%. 
É 
mime ent 
2 3,,1 2 
193. dd —3a—;za +3 —ia— me. 
108. 32+3—2x—22— 20442847. 
7,3 5, 4 3 
106. 4x —5+ix—5x tir —5+5r +7—2x. 
198. 2 ab + 3 @ — 4 ab + ab + 28 — E + 2 ab. 


197. Soient les deux polynômes À = 3x —72%—2x+ 2. 
B=4x—6x+5x—2. 
nr B. Vérifier en calculant les valeurs numériques de À, B ct À + B pour 


198. Mèmes données que pour l'exer écédent : 
Former À — B. Vérifier pour _— ” ° 
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— Réduire les expressions suivantes : 

4 2 4 
180. (—54+3—22) + (—$0—2:) — (78 —5x+5x) 
200. (12% +2 —5x+ 13) +Grx+5—-4x)—(5 x" —8 + 2 x). 


201. (a° — 3a°b + 3ab° — E°) + (& + 3a°b + 3ab° + b”) — (6ab? — 3a'). 
— Effectuer : 
202. (3x—5)+{2x—5—Gx—2y+ 4) — Ax—3y—)9)|. 
203. (x—5y+7—-(Gxt2y—-3)—4x+4y—2]1—-[2x—6G y + 4)]. 
204. [(x—2y+5)—Gx+2u+7)]—[Cx+3) —(4y—2)]. 
205. Soient les polynômes 

A=3x—4x+5 B=2#+5x—4 C=d4x—-x+3 
Former les polynômes A+B+C, A+B—C, A—B+Cet— A +B +cC. 
206. Soient les polynômes : 
A=5@—3ab+7 B=6—8ab+98b C= 40 — 3 ab — 76: 


Former les polynômes A — BC, —A—B+C tt —A+B—C 
207° Soient les polynômes : 
P=2#—-3+4x Q=4—-5+2rx— 1! 
R=4r—22+3r—1] S= 3 +2x—s. 


Former les polynômes : 
P+D—R+S, P—-Q+R—S) et P—Q—R+S 


ONZIÈME LEÇON 


MULTIPLICATION DES MONÔMES 
ET DES POLYNÔOMES 


71. Produit de deux monômes. — Soient les monômes: 
A = ; ar et B=—2atxrt. 


Le produit de ces deux monômes s'écrit : 


A.B. — (à axy) X (— axé) 


Or pour multiplier deux produits, nous pouvons former le produit unique 
contenant tous les facteurs de ces deux produits (n° 26). Nous obtenons : 


AB. = 3 ax .y? (— 2) at: x, 


Soit en réduisant : 
AB. = — © art. 

D'où la règle : 

Le produit de deux monûômes est un monôme dont : 

1° le coefficient est le produit des coefficients de chacun des 
facteurs, 

2° Ia partie littérale est formée des lettres contenues dans les 
deux monômes, chacune d’entre elles ayant pour exposant la 
somme de ses exposants dans chacun des facteurs. 


Remarquons que cette règle s étend immédiatement au produit de plusieurs 
monômes : 


EXEMPLE : 


(Gary) x ( — $ at) re mes Xÿ 
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72. Carré d'un monôme. — Soit le monôme — : ax*y*. Nous obtenons 
immédiatement : 


(—5 ax") _ (- < ax) < É ; axtys) 
= (— :) &.x.y = s ax" y° 


Pour obtenir le carré d'un monôme, :1l suffit de prendre le carré du coefh- 
cient et de doubler l'exposant de chaque lettre. 


On obtiendrait de même le cube du monôme précédent : 
g 8 
(— : axty) — - :) ax") = — 5 a x"?y?. 
73. Produit d'un polynôme par un monôme. — Soit à effectuer 
le produit 
(a?x® — 5x + 3a) (— 2 ax). 


En supposant les différents termes remplacés par des valeurs numériques, 
nous avons à multiplier une somme par un nombre (n° 26). Ce produit est 
donc équivalent au polynôme : 


(@x*) (— 2 ax) + (— 5x) (— 2ax) + (3a) (— 2a°x). 
Soit : — 2a%xt + 10a°x — 6atx. 


74. Produit de deux polynômes. — Soit à calculer : 
(3x — 2x + y) (3x — y). 
En supposant les termes des deux polynômes remplacés par des valeurs 


numériques, nous avons à effectuer le produit de deux sommes (n° 26), et 
nous voyons que ce produit a même valeur numérique que le polynôme : 


(x) Gx) + (- 2x) Gx) + GW) CG») + Gr) 0) + C2) y) +) ty). 
Soit Qx® — 6x? + Fxy — Fry + 2xy — y° 
ou D — 3x y + Sxy — 6x — y* 


75. Produit de deux polynômes à une seule variable. 
Soient les polynômes 
A=3x—2+5x B=2x— 4x + 3. 
Pour effectuer leur produit. on les écrit en les ordonnant l’un au-dessous 


de l’autre et on calcule les produits partiels du premier par chacun des termes 
du second en disposant les résultats comme pour l'addition (n° 70). 
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A = 3x° ° + 5x — 
B — 2x? —4x + 3 
AX 22% — 6x e + ]0x? — 4x 
À X (——4x)— — [2x e — 20% + 8x 
À x 3 = 9x ° + 15x —6 
A x BB — 6x —12xt + I9x — 24x22 + 23x — 6. 


On obtient immédiatement le résultat réduit et ordonné. Remarquons 
oué part que le degré du produit est la somme des degrés de chacun des 
acteurs. 


76. Produit de plusieurs polynômes. — Soit à effectuer le produit 
des trois polynômes suivants : 
A=3r —| B = 2x + | C = 4 — 2x + 1. 
On calcule : 
AB=(Ge—1) (22+1) = 6x + 3x — 2x — 1. 
Puis A.B.C= (6x + 3x — 2x —1) (4x — 2x + 1). 
Soit A.B.C = 24x5 — 8x + 3x2 — |. 


Le produit est d'ailleurs indépendant de l'ordre des facteurs et on peut par 
suite remplacer deux quelconques des polynômes par leur produit eftectué. 
Le degré du produit est la somme des degrés de chacun des Aer 


77. Carré, cube d'un polynôme. — Soit le polynôme : 2x — y. 
(2x — y} = (2x— y) (2x — y) = 4% — 2xy — 2xy + y. 
Soit (2x — y} = 4x° — 4xy + y 
Nous obtenons de même 
— y) = (2x — y} (2x — y) = (4 — 4 — ÿ) = 
Ge Ge D = du + D 0 
Soit (2x — y} = 8x° — 12x2y + Oxg? — y° 


78. Exemple de calcul pratique. — Soit à sdiaides l'expression 
A = 3 (2x — 3) (3x + 2) — 2(x ++ 4) (4x — 3) + 9x (4 — x). 
Cette expression est une somme de produits. Îl faut calculer d'abord chacon 
e ces produits : 
PTS = Gaia 18x? — 15x — 18 
— 2(x + 4)(4x—3)=(— 2x — 8) (4x — 3) = — 8x — 26x + 24 
x (4 — x) = 36x — 9x2 
L'expression À est donc égale à : 
18x? — 15 x — 18 — 8x° — 26x + 24 + 36x — 9X 
Soit A=x—5x +6 
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EXERCICES 


— Effectuer les produits suivants : 


206. (3 db) (3 ait )- 


| 
> 
A 
—e”" 
hRIw% 
—.” 


se. (en) (a (in) (a 
va. (Raw) (Che) me (fon) (fn) 
ma. (50) (— 5x) (5 dr). 

215. é br | (—-Sax) (—< Bay) 

— Calculer les expressions suivantes : 

(0) Ga) me (jen) 
21. Gare) 2 (—ia8e) on. (Say) 

— Efectuer les produits suivants : 

222. (2 c25— 2 ob + 3a) (5e). 22 (Zar + 3 bx— 4) — < abxt). 
ma. (Tac 3ay— 4h) Ar) ss. (—56+ 100 1, ( Da 
226. (2 x — 3 y) (4 x — 2). 227. (2a+ 38)(— 4 a + 6 b). 
228. (—4x+3y+1)(y —3). 229. (— 2a+3b—5)(a — b). 
230. (2x — 3 y" + 5) (x° — y). 231. (4 — 5 L* + ab) (a° — b). 
232. (5 xy + 3x — 2y ) (2 x — y). 233. (— 3xy+4x—2y)(x + 5). 
234. (14 ab + Sa? — b)(a — 2h). 235. (7a*b — 46? + 24°) (2 + 4 b°). 
238. Soient les polynômes AÀ=—2x# +3r+95 B=rx—xr+3 


1° Calculer le produit AB. 


4 Vénifer, pour x = — 3 en calculant les valeurs numériques de À, Bet du pro- 
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237. Soit le polynôme LA = x — 3 x + 2. 
1° Calculer le carré, puis le cube de ce polynôme. 
2 Vérifier pour x = — 4, en calculant les valeurs numériques du polynôme et des 
résultats trouvés. 


— Effectuer les produits suivants, réduire et ordonner les résultats : 


238. (2x—7)(—3 x + 2). 230. (46 +7—25)(2— 2 x). 
240. 5 —22(3x—4 x). 241. (2x— 7x +5x) GOz—5x + 8). 


24e. (2:43) Ur+3. 268. (Dr — 5 xt + 5) (427) — Sa + 7). 
244. 7 t—2/+4x)G x —5). 246. (2x —425) (x — 2 x). 

5 1\/7, 2 
246. 2—4+2:)(%+5—2:). 967. (Ge —23+;) Gr —5rtx) 


Ed 


— Calculer les expressions suivantes : 


248. (2 x + 3) x + 2) (x — 4). 249. (5x —1)(2x + 3) (7 + 4 »). 
250. Gx—1)(x+ 1) (x — 1). 21. (x—2) (52 — 1) 5 x + 3) 
252. (2 x° + 3 x — 4)*. 253. 4 —7x+2x +5}. 
254. (7 x — 5}. 255. (x° — x + 2}. 


— Développer et réduire les expressions suivantes : 
5(3 a° — 4 87) — [9(2 a! — b5) — 2 (a? — 5 b°)]. 


256. 

257. 3 a°(2 b— 1) — [245 b — 3) — 2863 à + 1)]. 

258. a+5b)(Ga—2b)—(2a—1)Ga+26)—(a—28) (5b—1) 
259. (2x:—3y0Ox—2y)—Gx—-2y)Qx+ D —Gr-y) Guy +). 
260. (ax — b)(a — 21) +3b (a —b)+b(E— 1). 

261. (x—1)(x—2D(x— 3) +6(x—D(x—2+7(— 1). 

282. (x° + y) GC — y) (x — y) + au (+ y). | 

208. Sy (2#—%)—2#06—1)+ (224) (1-4) Ge 1 


DOUZIÈME LEÇON 


IDENTITÉS REMARQUABLES 


79. Définition. — Une identité est l'égalité de deux expressions 
algébriques équivalentes. 


Une identité est donc vérifiée quelles que soient les valeurs attribuées aux 
lettres. Ces lettres pourront d'ailleurs représenter indifféremment des nombres 
ou des expressions algébriques. 


s'y vo de la somme de deux termes. — Soit à calculer 
a . 
(a+ PJ =(a+ b)(a + b) = & + ab +- ba + PE. 


En réduisant nous obtenons l'identité 


| (a+ D = à + 2ab + À | () 


APPLICATIONS. — 1° Calculer (3x + 5). 


Remplaçons dans l'identité (1) a par 3x et b par 5, nous obtenons : 
Gx + 5) = (3x) + 2 X 3x X 5 + 5° = 9x? + 30x + 25 


2 (22 + y) = (22) + 2 x 20 X 3y + (Bu) = dxt + I2ry + Ou’; 


» Gursin) = Ga) +2Ge)Gn) + (in) 


= axé + abry + D by? 


81. Carré de la différence de deux termes. 
(a — Bb} = (a — b) (a — b) = a? — ab — ba + b? 


Soit | (a — B}° = a? — 2ab + b* | (2) 


IDENTITÉS REMARQUABLES 5 


Remarquons que cette identité est une conséquence de l'identit: (1). 

Il sufñt de remplacer + b par — b et a suite + 2.b par — 'ub. Le 
terme + b? ne change pas car (— b} = + bi, 

ExeMPLes. — 1° Calculer (2x — 3}. 

Remplaçons dans l'identité (2) a par 2x et b par 3, nous obtenons : 

(2x — 3} = (2x)? — 2 X 2x X 3 + 3° = 4x? — ]2x + 9. 

x Ce de vu s'obtient aussi en rernplaçant dans l'identité (1), a par 2x et 

par — 3 : 

(2x — 3} = (2x2 +2X 2 X(—3)+(—3} = 4x —12x+9 


2 (3: —{ut) . (=) _2x 3% + r + (G) 
= 96 — À my + ut. 


82. Produit de la somme de deux nombres par leur diff6- 
rence. 


Soit à calculer (a + à (a — b) nous obtenons : _ 
(a + b)(a — b) = a? + ab — ab — B4, 


Soit en réduisant : 
(a+ Da—D=e—8| 


EXEMPLES : 
1° (2x + 5) (2x — 5) = (2x) — 54 = 4x2 — 25 
2° (4x + y) (4x —? y) == (dax) — G s) 


= 16at — à 


83. Autres identités. — Les identités suivantes pourront être vérifñées 
à titre d'exercices : 


(a+ b+c)} = a+ + © + 2bc + 2ca + 2ab 
a + b} = a° + 3a%b + 3ab + ES 
a — b} = a — 3a°b + 3ab? — b° 
(a + ù (a? — ab + b?) = a° + bi. 
(a — b) (a° + ab 15 — a+ — bi, 
(x + a)(x + b) = x + (a + b}x + ab. 
Il suffit d'effectuer les calculs indiqués dans le premier membre pour obte- 
nir le second. Signalons aussi les identités suivantes qui sont des conséquences 


des identités (1) et (2). 
(a + 6}? + (a — BY = 2 (a? + b?) 
(a + E} — (u — b)?= 4ab. 
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84. Sommes de plusieurs termes. 


19 Soit à calculer (2x — 3y + 5}. 
Si on ne veut pas employer la première identité du n° 83 on peut écrire 
(2x — 3y + 5} = [(2x — 3y) + 5]? = (2x — 3y}? + 10(2x — 3y) + 25 

Soit : 

(2x — 3y + 5} = 4x — J2xy + Ou + 20x — 30y + 25 
2° Soit à calculer : 

(2a + 5b + 3) (2a + 5b — 3) 
Ce produit est égal à : 
[(2a + 5b) + 3] [(2a + 58) — 3] = (2a + 58}? — 3° 

Soit : (2a + 5b + 3) (2a + 58 — 3) = 4a° + 20ab + 258? — 9 


85. Applications au calcul mental. 
1° Carré d’un nombre terminé par 1 ou 9. 


(413? = (40 + 1}? = (49)? + 2 x 40 + 12 = 1 600 + 80 + 1 = 1 681 
(29° = (30 — 1° = (30)? — 2 xX 39 + 1° — 900 — 60 + 1 — 
2° Carré d’un nombre terminé par 58. Soit d le nombre des 
dizaines. Le nombre considéré s'écrit : 10 d + 5. 
(10d + 5} = (10dŸ + 2 x 5 xX 10d + 5% = 10047 + 100d + 25. 
= 100d (d + 1) + 25 


Soit (10d + 5} = d (d + 1) centaines + 25 unités 


On voit ainsi que : 
75 =7 X 8 centaines + 25 — 5 625 
1252? = 12 X 13 centaines + 25 = 15 625 


7 Produit de deux nombres différents. 
32 X 28 = (30 + 2)(30—2)— 900— 4— 8% 
28 x 22—(25+3)(25:—3)— 625— 9— 616 
57 X 43 = (50 + 7) (50 — 7) = 2 500 — 49 = 2 41 


IDENTITÉS REMARQUABLES 6] 


EXEROICES 

— Vérifier les identités suivantes : 
204. à (a+ b)+ 3 (a— 6 = à + b 

a + b\*° a—b\ 
25. (“—*) -(S ) = æ. 
266. (a — b) (a + &b + ab° + E°) = at — Bt, 
267 
268 





. (a + b) (@ — ab + ab — b7) = at — Bb, 
C+rx+D—-xtlh=rt ++. 

269. (aa° + bb”)* + (ab° — ab}? = (a° + b7) (a? + 1. 

270. (x— l)(x+ D + D=G—-D + +rz+ D=xt—1, 

271. ab—d)+b(c—a)+c(a—b) = 0. 

272. a (bz — y) + b(ex — az) + c (ay — bx) = 0. 

273. (x+ y) —3xu(x+y) = x + y. 

274. (x+ y) +2 +) = 3 (x + y) ( + y). 


— Utiliser les identités classiques pour développer les produits suivants : 


275. Gr—iv). 276. G +5w)" 
me) )Ersi)  mfee-lu)Eers lu) 
270. (3x+4y—5)Gx+4y+5). 280. Gx—3v—1) 2x+3u+ 1) 
281. (3x+ 4y— 22) 282. Brute) 


283. (a+ b)(at+ 26+x—a(6b<+ x) — ba + x). 

284. bc (b — c) + ca (ce — a) + ab (a — b) + (b — c) (c — a) (a — Bb). 
285. (a+ b<+ c) [(a — 8} + GE — c)° + (c — a)]. 

288. (b— c) (x — a)° + (c— a) (x — 8) + (a — b) (x — cp. 

287. (a+ bb} ++) +(c+ a) — (a + b + cp. 

288. “'(a—b(a— +8 (b—9(b—a)+c'(c— a)(c— À. 


TREIZIÈME LEÇON 


DIVISION DES MONÔMES ET DES POLYNOMES 


86. Définitions. — Le je va de deux monômes ou polynômes A 
et B s'indique par l'expression B appelée fraction rationnelle. 


, , e A , xd A \ A 
Lorsqu'une fraction rationnelle — se réduit à un monôme ou à un polynôme 


on dit que le polynôme (ou monôn e) À est divisible bar le polynôme (ou monôme) B. 


87. Division d’un monôme par un mor Ôme. — L'égalité 
3 ax°y = 2a*xy X ; cx° 
montre que le quotient de 3a*x°y par 2 a*xy est le monôme ; ax?. Nous 


pouvons écrire : 
Za*xy _3 . 
2a“xy 2 


De la règle de multiplication des monômes il résulte que : 





3a*x°y : 2a*xy ou 


Lorsqu'un monôme dividende est divisible par un monôme 
diviseur : L 


1° Le quotient est un monôme dont le coefficient est égal au 
quotient des coefficients du dividende et du diviseur. 


2° L'exposant d’une lettre dans le quotient est égal à son expo- 
sant dans le dividende diminué de son exposant dans le diviseur. 


— ; a°x°y 


2 3. 
4 





=—5xiatarg = —Ê 
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Nous voyons d'autre part apparaître la condition suivante : 


Pour que le quotient de deux menûêmes soit un monôme, il faut 
et il suffit que le dividende contienne toutes les lettres du diviseur 
avec des exposants au moins égaux. 


Ainsi les quotients suivants ne se réduisent pas à des monomes : 








jo 2a°x? __ 2a°x 2e Ja°x? _ 5e 
3axy?  3y° dax“ 4x? 


88. Division d’un polynôme par un monôme. — L'égalité . 
Garry — Sax + 2atrty = 2a°23. (3y — 3 x + a) 
permet d'écrire | 
Ga°x°y — 5a°x* + 2afx°y _3 5 
SE 7 coms 3y 5 x + ay 


Le quotient du polynôme dividende par le monôme diviseur est un poly- 
nôme. D'après la règle n° 87, il est clair que les termes du quotient sont le 
quotient des termes du dividende par le diviseur. D'où la condition : 


Pour qu’un polynôme soit divisible par un monôme, il faut et 1! 
suffit que tous ses termes soient divisibles par ce monôme. 
L'égalité 
6x° + 3x? + 8x + 4 = (2x + 1) (G3x° + 4) 
montre de: même que : 
6x + 3x° + 8x + 4 
mr xt 


Le quotient de deux polynômes est parfois un polynôme ou un monôme. 


DÉCOMPOSITION EN FACTEURS 


89. Définition. — Un polynôme étant donné. il est souvent utile de 
ge te l'écrire sous forme d'un produit de facteurs (monômes et polynômes). 
insi 
2a°x + 4ab 


se décompose : 
2a°x + 4ab = 2a (ax + 2b). 


Comme le degré du polynôme est la somme des degrés de chacun des fac- 
teurs, le nombre de ceux-ci est toujours limité. 
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90. Mise en facteur d'un monôme dans un polynôme. — 

Considérons le polynôme. 
Éañx?y — 5a°x* + 2a*x°y. 
Tous ds vo sont divisibles par ax°. Nous pouvons donc écrire : 
— 5a°x* + 2a'x°y = ax. (Gay — 5a°x* + 2ay). 

On dit es + à monôme ax? a été mis en facteur commun dans le polynôme. 
Comme tout monôme mis en facteur commun doit être un diviseur de chacun 
des termes du polynôme, il en résulte que : 


Le monôme de plus haut degré possible pouvant être mis en 
facteur dans un polynôme est formé des lettres communes à tous 
les termes du polynôme, chacune d’entre elles étant affectée de 
son plus petit exposant. 


Le coefhcient de ce monôme est d'ailleurs arbitraire. 
Ainsi dans l'exemple précédent nous pouvons mettre — 3a°x° en facteur : 


Gay — Savxt + 2aty me — 3a%x, (— 2y +22 — 2 ay). 


91. Autres procédés de décomposition d'un polynôme. 


Il n'y a pas de procédé général applicable à tous les cas pour mettre une 
expression en facteur dans un polynôme. Les procédés les plus employcs 
sont les suivants : 


1° Utilisation des identités remarquables. 


dx — x #9 = Gx), — 2 X 2x X 3 + 3? = (2x — 3} 
= — 5 = (x + 5) (x — 5) 
25e xt — 48? = (5 ax} — (28}° = (5ax? + 2b) (5 ax? — 2b) 


2° Groupement des termes ayant un facteur commun. 


ax + by + ay + bx = (ax + ay) + (bx + by) = x + y) + x + y) 
= (a + b) (x + y) 
= x(x—a DU OPEN TE CO, (x + b) 

de + D À de De ge + de + 0 + x = axa + x) + (a + x) 
= (ax + l(a+ x). 


3° Utilisation successive des méthodes précédentes. 


a+ PP — À + 2ab ER = (a+ D} — 
{ +b+ c)(a + b 
x — ]2x + 20 2 — 2x + 36) — 16 = (x — 6)* — 4? 
= (x — 6 + 4) (x — 6 — 4) = (x — 2) (x — 10). 
REMARQUE. — Pour décomposer un polynôme, il faut toujours commencer 
par la mise en facteur du monôme de plus haut degré possible, puis essayer 


ensure l'une des méthodes précédentes. 
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EXEROIOES 
— Calculer les quotients de : 
288. —? dy par > ap. 200. : dbe Le —° ab'®. 
9 
en. — à dry ui ". Ep. 2. —" xyt par — ar y. | 
293. 3 ax par —° dx p. 204. — ps 2 Puis. 


— Effectuer la division de : 


.Uad—21#+3a pe 2@. 


205 ) 

206. 7@x2%—4ax+8axt par — 30%. 

297, — Be + abtxt — 5 abx* Z ab. 

206. — 7 ox + 5 a'bxty — 7 abri nn — 3 atbxy. 


— Mettre en facteur le monême de plus haut degré possible dans les polynômes : 
289. 5x —7]70—-4/ +2. 300. 2 x — 4 ax + 7 dx. 


201. ape —? bé + : dhp. 802. 3 PE + > xp — Tor. 


— Décomposer en un produit de facteurs les expressions suivantes : 


208. 2 xyt — 5 x'y° + 3 av. 204. 18 abx* — 12 abx + 2 ob. 

306. 2 ar — 5 dp. 306. À c°bx — © ah 

307. 25 a°xty° — 4 by. 8308. (2 x — 3}° — (3 x — 5)°. 

309. (2x + 3} — 4 (2 x + 3). 310. (5x + 3x — 2)° — (4x? — 3x — 2)? 
311. Gx—5} +Gr—5)(2x+3. 312. (a + b° — 2) — (2 ab — 2}. 
313. a (x? + 1) — x (a? + 1). 314. ab (x? + y) + xy (a° + b°). 


315. (a+ bt— 10} — (at —b— 8), 916. (4 a? + Bt — 9 7) — 16 ab? 


ALcisez, Anrraufrique, Gfoutfrars, 4 Lycées. 3 
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FRACTIONS RATIONNELLES 


32. Définition. — On appelle fraction rationnelle une fraction 
u:.1t les deux termes sont des monômes ou des polynômes, 


Ainsi : Li 3x 2x +5 
PR 2:+ 3 3 — 5x 


soit des fractions rationnelles. 


LA valeur numérique d'une fraction rationnelle est le quotient de la valeur du 
nr:mérateur par celle du dénominateur. Par suite, une fraction rationnelle ne 
«out se calculer lorsque la valeur du dénominateur est nulle. 





Ainsi, la fraction : : | n'a pas de sens pour x = 5. 


Dans ce qui suit, nous ne considérons que les valeurs des lettres pour les- 
« celles les fractions envisagées sont définies. 


93. Propriété fondamentale. — Lorsqu'on multiplie ou lors- 
œu’on divise les deux termes d’une fraction rationnelle par une 
111ême expression algébrique, on obtient une fraction équivalente. 


En effet, d'après la propriété analogue des fractions numériques, la valeur 
:uménique de fa fraction rationnelle ne change pas Ainsi : 


2x (x — 3) 
(x — 2) (x — 3) 





2x est équivalente à 
x — 2 


Ca t équivalente à En 
5x * x — 3 


94. Simplfication d’une fraction rationnelle. — Pour sim- 
uhfer une fraction ordinaire on divise ses deux termes par un diviseur com- 
.nun. On opère de même pour une fraction rationnelle. Afin d'apercevoir les 
‘acteurs communs aux deux termes, il faut donc commencer par décomposer 
ces termes en facteurs. 
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2 _ 2 X x __ 2e 





L 3x 3 X xy° 3x 
20 3x? — 6x _  3x(x—2)  __ 3x 
x —4 (x + 2)(x— 2 x+2 
3 x2— 27 __3(x + 3) (x — 3) 
0 DIX IUT II) = 
: x+3 x +3 3 x — 3) 


On voit, d'après le dernier exemple, qu'une fraction rationnelle se rédi:i’ 
parfois à un polynôme. 


95. Réduction au même désominateur. — Lorsqu'il s'agit -:. 
fractions ordinaires ou de fractions & dénomirateurs numériques, il su4: :. 
prendre pour dénomsnateur an multiple eommun à tous les dénomiriste :: 

n procède d'une facon analogue pour tes fractrons ratiormelles. 


EXEMPLES : 


5 4x 3x — | 
1° T4 31 et É — 
5 4x 3x — | 


27 37 * 23 
On peut prendre paur dénominateur commun le produit 2 X 3 X 7 = ::. 
5 8x 7 (3x — 1) 





On obtient : 4 2 D 
x 6x 
# Pi 2(x+ 1) ” > 
Simplhfñons d'abord ces fractions : 
Û 3x _ 
- x x+li 2 + :: 


Nous pouvons prendre comme dénominateur cor * + prodnt : xx + : 
Nous obtenons ainsi : 
AH 3 à  —_ __. 
xs + 1) x + |} xx + D) 
Il y a toujours avantage à obtenir le dénominateur de pras faible degré; :- 
sible. 


96. Somme = de ue rationnel. —  : 
somme algébrique de pleurs fractions ratronmelles de même dénomui + : 
s'obtient, comme pour les fractions ordinaires, en formant la fraction «:::° a 

le somme algébrique des numérateurs et pour dénomin:: ar 
e dénonmanstur commun. 
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La marche à suivre dans le cas le plus général est donc la suivante : 

1° Décomposer en facteurs les termes des fractions et simplifier si possible 
ces fractions. 

29 Réduire les fractions au même dénominateur. 


39 Faire la somme algébrique des numérateurs en conservant le dénomi- 
nateur commun. 


4° Réduire et simplifier si possible le résultat. 


5 4x 3x — | 
EXEMPLES : 1° Effectuer : re: MNT Er 
Nous obtenons successivement : 
5 __4x , 3x — 1 _ 5,3 — 24x , 7.Gx—1) 
2. 3.7 23 23.7 2.3. 23:7 
e 15—8x+21x—7 _13x+8 
2.3.7. 42 
x? 6x ] 
20 Effectuer : x3 + x +D PE a 
Nous obtenons : | 
| + 3x 3x | __ _x+ti Fr 3x° | 


x+i G+D + +) x+i) 
x+1+3 1 _ 3x x _xGr+1) _3r+1 


xx + 1) Ax+i) xx+i) x+i 


- 97. Multiplication et division des fractions rationnelles. — 


Pour multiplier des fractions rationnelles on multiplie les numérateurs et 
les dénominateurs entre eux. 

Pour diviser deux fractions rationnelles, on multiplie la fraction dividende 
par l'inverse de la fraction diviseur. 


Ces des gt me Am 7 uences des règles analogues relatives aux frac- 


tions ordinaires er de simplfñer, si possible, les résultats avant 
d'effectuer les mo 
EXEMPLES : 
Lo a ati, _4a da___@{a+l) x 4a 
2 6 d—1| 2x 6(& — LP 
__4a(a+1) ____ 4(a+l) 
Pet). F2(a — 1) (a + 1) = 5 
20 M x+2 à x — | xx — |) 


eo Due aute pouy élec RES @—DG+, 
GFDG-DGFD G+ DES 
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EXEROIOES 
— Simplifier : 
2 m2 me, Dé 
mg . as 
— Calculer les expressions suivantes : 
so. +1} 1@; D Jr tt Cor ets _HrRt st 
Ti NT Ne r 
nd 7 UE 2 LE 2 a: nee 
NERO RER 
ES 


— Simplifer les expressions suivantes : 


















































x. x+li 4 x 2x+3 z+1 
Rs IT XX GT) 
= a—b a—ab 3a . Ù 4  a*—6 
338. : PR US MR Rene AT 5 . 

X___ _y Er ri 
240. * = x+y aa. * | x+l 

x + y [12 

xX+y x—7y x+i 

8 
349 S +5 —2 243 so?4 
a _b "a+b. ab 
b a 2 a+b 
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ÉGUATION DU PREMIER DEGRÉ A UNE INCONNUE 


ral 


G=<, Définitions. — On appelle équation une égalité qui n’est 
véri'lée que par certaîfnes valeurs attribuées aux lettres qu’elle 
coniient. Ces lettres sont les inconnues de l'équation. 


07 ExEeMPLE . L'égalité 3x— 7 —8 


est uae équation à une inconnue. Les deux membres ne sont égaux que si on 
attritue à cette inconnue la valeur x = 5. Cette valeur s appelle la racine 
de l'équation. 


èàe Exemrte. L'égalité 2x — 3y = 7 
ett :. ne équation à deux inconnues ; les deux membres sont égaux si on attri- 


bue à r la valeur 2 et à y la valeur — 1. Le système de valeurs x — 
y = — | est une solution de l'équation. En général : 


€:a appelle racine d’une équation à une inconnue toute valeur 
do <ette inconaue pour laquelle l'équation devient ane égalité 
nur1érique. 


:n appelle solution d’une équation à plusieurs inconnues tout 

& ps: Be à de valeurs attribuées à des inconnues, pour lequel l’équa- 
tlor: devient une égalité oumérique. 

résoudre une équation, c'est en trouver les racines ou les Solutions. 


‘ous utiliserons à cet effet les théorèmes sur les égalités N°5 21 et 32. 
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99. Théorème I. — On peut ajouter ou retrancher une mên = 
expression aux deux membres d'une équatios. 

De A nr 3x+7/7—-x=28—x — 2x 
on gi éduire la suivante, en ajoutant l'expression x? + 2 x aux de.:+ 
membres : 

5 x -+ 7 = 28. 

Ie APPLICATION. Dans une équation on peut faire passer in 
terme d'un membre dans l’autre, à condition de changer le sig:'e 
qui le précède. 


Soit l'équation 3x+7—=28—2x. 1!) 
Ajoutons 2 x — 7 aux deux membres : 
3x+7+2x—-7=28—2x+2x—7 

Soit 3x +2x= 28 — 7 (2) 

Les termes — 2 x et + 7 de l'équation (1) ont changé de membre et sant 
devenus + 2 x et — 7 dans l'équation (2). Cette opération se nomme trans;:,- 
s1ti0n. 

29 APPLICATION. DECRÉ D'UNE ÉQUATION ENTIÈRE. 

Si Îles deux membres d'une équation sont des polynômes, va 
dit que l'équation est entière. 


En faisant passer tous les termes dans le 1** membre, l'autre se rédu:t À 
zéro. Le degré, par rapport à l'ensemble des inconnues du polynôme a:n:1 
obtenu dans le 1'° membre, est le degré de l’équation. 


Ainsi : 3x + 7 = est du premier degré 
4x3—5x—1 — est du second degré 
5x—4y+7—=0 est du premier degré 
xy + 3x — 4y — | = 0 est du second degré. 


100. Théorème II. — On peut ajouter ou retrancher des ég::2- 
tions membre à membre. 

Ainsi des équations : 9x—2y=3 

x+2y=5 
on peut déduire la suivante : 
(5 x — 2 y) + GG +2y) =8 

soit : 6 x = 86. 

101. Théorème III. — On peut multiplier ou diviser les deux 
membres d'une équation par un même nombre différent de zéro. 

Ainsi, de l'équation : r5 — + = 3 (1) 
on peut, en multipliant les deux membres par 12, déduire la suivante : 

Hx+5)—2(x—3)=4x {71 
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|re APPLICATION. On peut supprimer les dénominateurs d’une 
équation en multipliant ses termes par un multiple commun des 
dénormminateurs. 


L'exemple précédent montre en effet qu'on passe de l'équation (1) à l'équa- 
ag Fe multipliant les termes de la première par 12, multiplie commun de 
, +et 0. 


2° APPLICATION. On peut simplifier une équation en divisant ses 
termes par un même nombre différent de zéro. 


Soit : 25 x — 20 = 15 x + 10. 
Divisons les deux membres par 5 : 

5x—4m3xt+t2. 
102. Remarques. 


1° Lorsqu'on multiplie les deux membres d'une équation par une expres- 


sion qui contient l'inconnue, l'équation obtenue peut admettre racines 
qui ne vérifient pas l'équation primitive. 
Soit l'équation : 3x—2=0. (1) 
Multiplions les deux membres par x — 1 : 
(G3x—2)(x—1)=0. (2) 


On vérifie que x == 1 est racine de l'équation (2), mais pas de l'équation (1). 


2° Lorsqu'on divise les deux membres d'une équation par une expression 
qui contient l'inconnue, l'équation primitive peut admettre des racines qui 
ne vérifñient pas la nouvelle équation obtenue. 


Soit l'équation : x —5xm3x. (D 
Divisons les deux membres par x : 
x—5= 3. (1) 


On vérifie que x = 0 est racine de l'équation (1) mais pas de l'équation (2). 


103. Résolution de l'équation entière du premier degré à 
une inconnue. 


ler EXEMPLE. Soit : 
3(x+4)—5(x—2)=46Gx—1) + 82. 
Réduisons chaque membre ; nous obtenons 
3x + 12—5x+ 10 = 12 x — 4 + 82 
soit : — 2x +22= 12 x + 78. 
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Faisons passer les termes qui contiennent x dans le premier membre, les 
termes indépendants de x dans le deuxième (théorème l) : 


— 2x —12x = — 22 + 78. 


ou — 14 x = 56. 
Divisons les deux membres par — 14 (théorème III) : 
x = _ soit x — — 4 
— |4 | 
L'équation proposée a pour racine x = — 4. 
Vérification : 3 (—-4+4)—5(—-4—2)=4(—12—1) + 82 
ou + 30 = + 30. 
3x—4 x 


104. 2° ExeMPpLe. Soit : 





-*_ À, 
5 3 15 


Multiplions les deux membres par 15 (théorème 111). 
3 (3x — 4) = 5x — 4 


soit Ox — 12 = 5x — 4 
ou (théorème Î) Ox — 5x = 12 — 4 
soit 4x = 8 


Divisons les deux membres par 4 : 


Vérification : 5 3 SOUS — js 


405. La marche à suivre est donc la suivante : 

1° Supprimer les dénominateurs (s'il y a lieu) en multipliant chaque 
terme par un multiple commun des dénominateurs. 

2 Réduire les deux membres de l'équation obtenue. 


3° Faire passer dans un membre les termes qui contiennent 
l’inconnue et dans l’autre membre les termes qui ne Îa contiennent 
pas. 


49 Pour obtenir la racine, diviser le terme connu par le coeffi- 
cient de l'inconnue. 
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EXEHROIOES 


— Quel est le degré des équations suivantes ? 

344. 4x—1}=(2x+ 3}. 

845. 2x(x+5)—(—3)} = 0. 

848. (2x— 1} +(x+3)—-5(x+2(—2=8. 

847. (x +IP+2G—1P+r—3x(+i)(x— D = 0. 


— Résoudre les équations suivantes : 

848. 5(2x:—3)—465x—7D= 19—2(x+ 11). 
840. 4(x+3)—7x+17 =8(65x— 1) + 166. 
850. 17—14(x+1)=13—-4(x+ D) —5(x— 3). 
251. 5x+35+Gx—4)=7x—3(x— 0,5). 
362. 7(4x+3)—4(x2— 1) = 15 (x + 0,75) + 7. 
853. 17x+15(—=—1—14G x+ 1). 


— Résoudre les équations suivantes : 


854. (x— 1} +(x+ 3) = 2(x— 02) (x + 1) + 38. 

355. 5(—2x—1)+2G6x—2=5(x+ 1}. 

858. 9x +l)(x—2=6x+4(60x—5). 

857. 7(3—2x)—5x(2z—1)= (5 x+ 3 (3 — 2 x). 

368. Gzx—1}—(rx+ 3} +7=02rx+ Dr D +x(x+9 
850. G+}+G—-P+G+I}=3G+)G—-2)(x+2. 


— Résoudre | les équations suivantes 

380 x +3— TE x + ser. ET +324 À. 
EE 
SR SR 2 ot nl 1 

— Résoudre les équations suivantes : 
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968. "+1 Lea ni D + 629 2x) 
en LES JE ER em at nt 4Gs D 
cree Srt2 un ar. tt el 55 Gel 


— Résoudre les équations suivantes : 
age. (x — 2 (x + ? _GHOGHI _ Chi LÉSs 2) 


m4 DE Gene 0, 8 


Gzx+D)DGzx—1 (x—5Xx+ Ox—D(+9 8 
I 43220 És-te+9, T5" 
Gr+D_ Gr @r—DOz+ 0 Ds 

7 56 


4 
+ (25) @ + 075) = (x + 4,9 Ge + 1,5) — 


(x—5}! + ER Q GEHNEE 1) 
5 15 


.(8:— bi+2 = 15(x—1)&+ D+e- 
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I. ÉQUATIONS QUI SE RAMÈNENT 
AU PREMIER DEGRÉ 


106. 1° Le premier membre est un produit de facteurs du 
premier degré, le second est nul. 
1er ExemPre. Résoudre l'équation : 
(x— DGx+l1)(x — 2) = 0. 


_ sait que : pour qu'un produit de facteurs soit nul, il faut et il suffit que 
l'un des facteurs soit nul. L'équation donnée peut donc se décomposer en trois 
autres : 


x—1—0 dontlaracneest x = | 


3x+1—0 dontlaracineest x = — 


VUDI = 


x—2—0 dontlaracineest x = 2. 


L'équation proposée admet 3 racines : x = | ; x = — : °:x=2 


2e ExEMPLE. Résoudre l'équation : 


Sx+7x—=t. 
Mettons x en facteur commun dans le Li membre : nous obtenons 
x(O5x+7)=0 
| x = 0 racine x = (0. 
qui se décompose en : RSS hs L 


Us 


L'équation proposée admet deux racines : x = 0 et x = 
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3° ExEMPLE. Résoudre l'équation : x° — x = 0. 


Elle s'écrit xx? — 1) =0 
ou xx + 1)(x— 1) =0 
z=0 racine x = 0 
equation qui se décompose en : 4 + 1 —=0 racine x = — | 
x—1—=0. raanex =| 
L'équation proposée admet 3 racines :x —=0:x——1:x—=lÎ. 


D'une façon générale : 


L'équation À.B.C = 0 (où À, B, C, désignent des facteurs du 
Ier degré) admet pour racines celles des équations À = 0 ; B = 0 ; 


107. 2 Equations où l'inconnue figure au dénominateur. 


er ExeMPLe. Résoudre l'équation : 
2x 3(x — 1) _ 
x + I F x =. 
2x 
x + 


et 





Elle n'a de sens que si les valeurs numériques des fractions 


0 existent, ce qui impose (n° 30) les deux conditions 
x+lÆ#0 soit x —1 et x 0. 
Réduisons les deux membres au dénominateur commun x (x + 1) 

2x 3x —1)(x+1)_5x(x+i) 


En 


Nous pouvons multiplier les deux membres par x (x + 1) (n° 101). Nous 


obtenons 
2x + 3x — 1x + 1) = 5x (x + 1) 
soit 2x? + 3x — 1) = 5x + 5x 
5x — 3 = 5x? + 5x. 
Retranchons 5x? aux deux membres (n° 99) : nous avons 


— 3 = 5x 





soit ns. 


Les conditions x # 0: x # — | sont satisfaites ; l'équation proposée a 
pour racine 


PRES 
5 


ce qu'il est facile de vérifier. 
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108. 2e ExempLe. Resoudre : 
8 — 5x 
4x — 2 — + a + 1 = 0. 
Nous devons poser les conditions x — 2# Oetx+2%x0: 
soit x£2 «tt xx — 2. 

Réduisons au dénominateur commun 4 (x — 2) (x + 2): 
G—5xXx +2), 4(x — 2)x +42 +2 _ 
Hx—2Xx +2) Hx—2Xx +2) 4x — 2}x + 2) 

Multiphions les deux membres par ce dénominateur : 

(8— 5x) (x +2) + 4(x— 2)x + 4(x—2)(x +2 =0 
ou (8x — 5x2 + 16 — 10x) + 4x? — 2x) + 4x — 4) = 0 


soit — Sr — 2x + 16 + & — 8x + 4 — 16 = 0, 
Réduisons : 3x? — 10x = 0. 
Nous pouvons mettre x en facteur commun : 
x(3x — 10) = 0 
x = 0; racine x = 0. 
équation qui se décompose en : CT : 


Ces deux racines sont acceptables. 


En général : 


Les racines de l’équatios = = 0 (où à symbolise une fraction 


rationnelle) soat les racines de l'équation À = ( qui n’annulent 
pas B. 


Il. ÉQUATIONS LITTÉRALES 


109. Cas général — Si les coefficients d'une équahon du F® degré 
sont littéraux, on peut la ramener, apsès disparition des dénominateurs et 
réduction des termes inconnus dans un membre, des termes connus dans 

+ l'autre, à la forme 


ax = b. 
19 Si a # 0, en divisant les deux membres par a : on obtient 


= 2, racine de l'équation proposée. 
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2° Si a = 0, cette division est impossible : l'équation se réduit alors à 
OX x = b. 

a) s1b # 0, l'équation est /mpossible, sans quoi on aurait 0 == b 

b) s1 b = 0, l'équation devient 
OX x = 0. 


Tout nombre x vérifie alors l'équation : on dit que l'équation est {ndéter- 
minée (elle se réduit à une identité). 


ConcLusion : Î° a # 0 l'équation a une racine x =? 
20 3 —0 b#0 équation impossible 

no b—0 équation indéterminée. 
110. Exemple d’équation impossible. 


Considérons l'équation : 3x — 5 = 2(x— 1) + x 


soit 3x—5—=3x—2 
ou 3x—3x— 9 — 2 
ce qui donne : Ox = 3 donc impossibilité. 


111. Exemple d'équation indéterminée. 
Considérons l'équation (x + 2} — (x — 2} =8 x 


ou : (x + 4x + 4 —-(x—- 4x +4) =8x 
soit C+dxt4é—- x t4érx—-4—=8x 
ce qui donne 8x =8x 

ou 8x—8x—0 


soit Ox=0 dont indétermination. 


ALGÈBRE 
EXEROIOER 
— Résoudre les équations : 
389. (x — 1) (x + 2) (x — 3) = 0. 390. (x — 3) (x — 4) (x — 5) = 0. 
3891. 2x + l)(x + l)(dx—3) = 0. 392. (2x+1)(x+ 4Gx+1)= 0. 
393. x(5x+ 1)(4x—3) (3x —4) = 0 384. 5 x (3 x — 7) = 0. 
— Résoudre les équations : 
3956. x? —3x—= 0. 396. 5x + 8 x = 0. 
207. 4x — "0. 20. = +10 
3 x? 5x 3x 

399. — + x 0. Un a 0 
— Résoudre les équations : 
401. x +l)=x+ il. 
402. (4x—1)(x—3)=(x—3) 6 x + 2. 
403. (x+3D(—5)+(t+36Gx—4 = 0. 
404. 5(x+ 1)(x+2(x—3)=4(+1)(x +2) (& — 4). 
406. (x+5)4x—1l)+x—-235=0. 
408. (x + 4 65zx+9—x +16 = 0. 
— Résoudre les équations : 
407. x —9—= 0. 408. 5 x° — 125 = 0. 
408. 4 x° — 49 = 0. 410. x? — 100 = 0. 
411. x = 8]. 412. 9 x = 64. 
— Résoudre les équations : 
413. (x + 1} — (2 x — 5)° = 0. 414. (2x + 7) — (4x — 9} = 0. 
415. Grx+l} = (x — 1}. 416. (3x + 1) = (x — 4}. 
417. 4(x+ 1} —9(x— 1} = 0. 418. (x + 7) — 81 (x — 5) = 0. 
— Résoudre les équations : 
419. 52—5x— 0. 420. (x + 1)(x— 1) — (x + 1)(x — 2=0. 
421.3" —12x= 0. 422. (Gx+l){x—3)} = (Gx+1)(2x —5) 
423. 72% —175x= 0. 424. (x+5)G x + 2 = x° (x + 5). 
— Résoudre les équations : 

4x+7 12x+5 5x—1 95x—; 
basé x—1l 3x+4° a PE ON Te 

I0x—3 2 - 2G—7x) 1! 
_— x—1 3: — 1+5x 2: 
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x+5 x—5 20 x+4 x—4 24 
Pers +5 D xd xd 16 
D a32. ? _ _S 
EE PTS LT TT 

x x 
_ 2 — XX : 2 _X 
433. (x — 3) + 434. (x — 4) mer 


— Résoudre les équations : 
435 4x+5 x+45 5x+li 











x+2 3(&+0D) r+1! 14 7 UWG—b 
4A6—5x+3 7x—3x+5 4x+! x+2. 
| 
459 8x+5 _3x+1 2x 440 FPS 3 
"12 4x—12 3 1 x 
x +3 


— Résoudre les équations en x suivantes : 


441.5x=mt+ l. 

443. (m— |)x = a. 

445. mx + S=m —52z. 

447. Détermimer m pour que l'équation : 
52—2(m—l)xtm—3=0 


.(m + lx= 4m—5. 
.ax—brx=cx+s5. 


.m+2)=xt+ta+ 2. 


FF 


soit vériñée pour x = 0 ; pour x = — | : pour x = + 1, 
448. Peut-on déterminer m pour que l'équation : 
4 
mx +(m—l)x=2 


soit vérifiée pour x = 0 : pour x = + 5 : pour x = —5? 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON 


SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 


112. Équation à deux inconnues. — Considérons l'équation du 
pr_.nier degré à deux inconnues : 
3x + dy = 5. 
Elle admet pour solutions (n° 98) : x = — 1, y = + 2. 
Ù 

x=+ 1, y = y 

x = + 3, y = — |, etc. 
En général : 


Une équation à plusieurs inconnues admet une infinité de solu- 
tions. 


113. Système de deux équations à deux inconnues. — Consi- 
dérons les deux équations du 1°" degré à deux inconnues : 


2x — 5y = — 12 
3x + dy = 5 
Leur association forme un Système de deux équations à deux 


inconnues. Résoudre ce système, c’est trouver les solutièns 
communes aux deux équations qui le composent. 


À cet effet, on forme à partir du système donné une équation contenant 
une seule inconnue ; 1l faut donc faire disparaître ou éliminer l'autre. Nous 
utiliserons pour cela deux méthodes : 


I. ÉLIMINATION PAR SUBSTITUTION 


454. Considérons le système : 
3x + dy = 5 (1) 
2x — Sy = — 12 (2) 
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Dans l'équation (1) calculons y : 
EST TR G) 


Remplaçons y par la valeur ainsi trouvée dans l'équation (2) ; nous obte- 
nons: 


2e—5 (2%) = — 12. (4) 


L'équation (4) contient la seule inconnue x. Résolvons-la ; pour cela multi- 
plions ses deux membres par 4 : 


8x — 5 (5 — 3x) — — 48 





ou 8x — 25 + 15x = — 48 
ou 23x = — 
Donc : x=—| 
Portons x = — 1 dans l'équation (3) ; nous avons : 
5 + 3 3 
y = 4 = /, 


Le système proposé admet, comme il est facile de le vérifier, la solution 


x=—|l;y=2. 


415. La méthode de substitution cansiste donc à calculer l’une 
des inconnues dans l’une des équations puis, dans l'autre équa- 
tion, à. subsiltuers à cette incognue ls velours aînei tsouvée. 


On réussit ains à éliminer une inconnue. 


Il. ÉLIMINATION PAR ADDITION 


1416. 17 Exemple. — Soit le système : 


4x + 3y = 13 (1) 
5x — 3y = — 31 (2) 


TE per de y sont symétriques. Additionnons membre à membre 
n s 1 vient : 


Ox + Oy = — 18 soit 9x =— 18 
y se trouve ainsi éliminé et nous obtenons x = — 2. 
En portant cette valeur dans (1), nous obtenons : 
— 8 + 3y = 13 soit y = 7. 
Le système a admet, ce qu'il est facile de vénfer, la solution 


x—=—2;y=]7. 
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117..2 Exemple. — Soit le système 
Ox + 2y = 17 (1) 
6x + Sy = — 7 (2) 


Les coefñcients de y sont + 2 et + 5. Afin de les rendre symétriques, 
multiplions les membres de l'équation (1} par + 5 et ceux : l'équation (2) 
par — 2 (n° 101), puis additionnons membre à membre (n° 100) : 


45x + 10y = 85 
— 2x — 10Oy = 14 
33x = 99 soit x = 3. 


Portons x = 3 dans l'équation (1) : 27 + 2y = 17 soit y = — 5. 


I] est facile de vérifier que le système admet pour solution : x = 3 : 


——— 


Remarquons que la valeur de y peut aussi se calculer en éliminant x entre 
les équations (1) et (2). Les coefhcients de x étant 9 et 6, les multiplicateurs 6 
et — 9 peuvent être simplifiés et ramenés à 2 et — 3. 


18x + 4y = 34 
— 8x — 15y = 21 
— Îly = 595 soit y = —5. 


118. Cette méthode consiste donc à multiplier les deux membres 
de chaque équation par des nombres choisis de telle sorte que 
les coefficients d’une des inconnues deviennent des nombres 
symétriques. L'une des inconnues s'élimine alors par addition. 


Lorsque les coefficients d'une des inconnues sont égaux, cette inconnue 
s'élimine immédiatement en retranchant membre à membre les deux équa- 


tions (n° 100). 


Exemple. — Soit le système : 


7x + Sy = 19. 
3x + Sy = 31. 
Retranchons membre à membre : 
4x + Oy = — 12 
soit — 3 
L'équation 7x + Sy = 19 donne alors : 


21 +Sy= 19 D'où : y = 8. 
d 
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419. Généralisation. — Les procédés d'élimination précédents se 
généralisent immédiatement pour des systèmes à plus de deux inconnues : 


EXEMPLE. — Résoudre le système : 


2x + 3y — 2z = — 2. (D) 
dx —5Sy+ z=— Ii. (2) 
3x + 22y — 3z = 32. (3) 





49 Par substitution. — Calculons z dans (2) et portons la valeur 
trouvée dans les équations (1) et (3) : 


z=—11 — 4x + 5y 
| 2x + 3y—2(— 11 — 4x + 5y) = — 2 
3x + 22y — 3 (— 11 — 4x + Sy) = 32 


soit 
z=— 11 — 4x + 5y (4) 
10x — 7y = — 24 (5) 
19x + 7y = — 1. (6) 


Les équations (5) et (6) forment un système de deux équations à deux 
inconnues. Par addition nous obtenons : 


25x = — 25 doù x=—lI. 
L'équation (5) donne alors : 
— 10 — 7y = — 24 d'où y = 2. 
En portant x = — | ef y = 2 dans (4), nous obtenons : 
g=—|ll+4+10 soit z = 3. 
2 Par addition. — Éliminons z entre les équations (1) et (2). En 


multipliant les 2 membres de (2) par + 2 et en ajoutant membre à membre 
à (1), nous obtenons : 


1Ox — 7y = — 24. 


Éliminons z entre les équations (2) et (3). En multipliant les 2 membres 
de (2) par + 3 et en ajoutant membre à membre à (3), nous obtenons : 


195x + 7y = — 1. (6) 


Nous sommes conduits comme sus le cas précédent à résoudre le système 
formé par les équations (5) et (6 


On trouve RENE 
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EXEROIOES 
— Résoudre les systèmes : 
\5x+3y= 1. —Sx+y= 10. — |1x+ l3y = 24. 
7) 251 0yæil. ao.) 3 UT MT T 13x24 y —2. 
4x—3y—= — 10. 7x+U3g—= — 39. 10 x— 49 y == —48 
css 12273928 ass. ir 9 8. | 5x + 17y — 109. 
13x+ A y = 123. Z7x+ 36g = 31. 22x — 12 y =2 
as. | 53507 ane. | OT bu 1. 87. | 33 13u 3. 
x ÿY_ {3x 2y 5 x y 
5 —, = 2. = te 20 F3 = 6. 
458. . 4. 459. ) * : “ 460. L 3 
= +y= ls. r— = 08. 5 +3 9. 
7 x x y _ ] 
LE jun 14. + 
461. ur he 27. ae. 2° «68. 17376 
VA 
— Résoudre les systèmes : 
x+3 _s 
S(x+ 29) —3{x — 9) = g—s 
«es. | 5m PLATELPEAT, 486. it 
y + 
x 16 
13g—59+2G—9= x—g Fe 
«es. 587 215 Fr De 14 (EEE 4 
x + : 
3 a 8 
2x—5y _3x—79_ _ 55 | ER | 
468. 3 [E 208.5, 1. 
Frs r72— 


Au SutlQ3n j6  |rtl_v+3. 


7 SRE | 
PP jsatouté ste AT. x—1 y+i 
5 3 





6. 3x+2y+2= 0. 
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+3 Try 4 ir y+1 u—3 7 
A2. Guy x—2y 473. { x —1 5(x — 1) 3 
— + 4. y=2x—1l 
2 7 
x—5 ,y—7 _ G+2—G—1) 
pe Re + fi x + y — 12. EE (y — 2} 1. 
x+5s ,v+7 4 x 10 
5 7 ° y 3 
x+2 _x+l y 
om +1 ALLÉE ssl né ju à 
xtl_y—2. . Bt — 
” : ee G + 3} — (x — 3} 
— Résoudre Les systèrnes : 
xt2y+3z= 10 + y + æ= 4, 
m.)2:4553 z= 13 EN ES ESS 
3x+ y+2z= 13. xty—z=0 
(x+uy= 16 Ax—Sy+/7z—=9. 
480. |; y + z = 20 en. | 5247252 — 4, 
ut 2 xtyt+z=0 
Sx+/7y=l 3x—2y—=0 
2x+3y+5z=—15 TES EL 
x—2y—5z= 22. x—9z2z= —% 
x,9, 2 3 
14H59 24343 5 
a84 . 2449423 
21455 Mn GE Sn 
+z=27 [: y, z 5, 
Re 5+3t5-% 


DIX-HUITIÈME LEÇON 


LES PROBLÈMES D'ALGÈBRE 


120. Problème. —— Quelle nombre entier faut-il ajouter à Ja 
fois aux deux terme de la fraction < pour obtenir une fraction égale 





2 
à 3 P 
Désignons par x le nombre entier et positif inconnu. 
N 3 + X 2 
ous avons : = Le 
5+x 3 


L'inconnue satisfait à cette équation. 


Réciproquement, foute racine entière el positive de cette équation est une 
solution du problème. 
Nous avons, en réduisant au dénominateur 3 (5 + x) : 


36 +x) _26+x) 
36+x) 36 + x) 


Nous pouvons supprimer le dénominateur commun : 


3(3+x)=2(5-: 7x) 


soit 9 + 3x = 10 + 2x 
‘ou 3x — 2x — 10—9 
x = |. 


Cette racine est la solution du problème. 


Vérihcation : ni ni À 


LES PROBLÈMES D'ALGÈBRE 99 


421. Problème. —21 livres sont empilés les uns Sur les autres; 
la hauteur de la pile atteint 81 cm. Certains de ces livres ont une 
épaisseur de $ cm ; les autres une épaisseur de 3 cm. Trouver le 
aombre de livres de chaque sorte. 


Désignons par x le nombre des livres de 5 cm d'épaisseur ; par y le nombre 
des livres de 3 cm d'épaisseur. Le nombre total di livres est 21. 


| xty=2l ou y=2l — 2. (1) 
Les livres de 5 cm d'épaisseur ont, en centimètres, une épaisseur totale 5x ; 


les livres de 3 cm d'épaisseur ont, en centimètres, une épaisseur totale 3y 
ou 3 (21 — x). La hauteur totale de la pile est 81 cm. Donc : 


5x + 3 (21 — x) = 81. (2) 
Réciproquement, toute racine entière de cette équation convient au pro- 
blème apte que l'on ait x poatif et aussi g positif, ce qui donne d'après (1) 
x < 21. | 
Résolvons l'équation (2) : 
5x + 63 — 3x = 81 


ou 2x = 18 
soit x=9 et y—21 —8—= 12. 
VÉRIFICATION : 12+9= 21 


(5 cm X 9) + (3 cm X 12) = 81 cm 


122. Problème. — Les fortunes de trois personnes sont propor- 
tionnelles aux nombres 2, 3 et 5. En additionnant le triple de Ia 
première, le double de Ia seconde ct la troisième, on trouve 
$10 000 fr. Quelles sont ces fortunes ? : 


| plaise I", par y celle de la 2°, par z celle de 
a 3°. 
Les fortunes sont proportionnelles aux nombres 2, 3 et 5, ce qui s'écrit : 


x _ÿ _Z 
où x. y. z sont des nombres positifs. 


Désignons par r la valeur commune de ces rapports : nous avons : 
x=?2r y = 37r z=5r 


Additionnons le triple de la 1", soit 6r, le double de la seconde, soit 6, 
et la troisième, soit 5r. Nous trouvons : 


Gr +-6r + 5r = 510 000 
soit ]7r — 510 000 
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et 7 = OS = 30 000 
La 1re fortune est 30 000 fr. x 2 — 60 000 fr. : 
la seconde 30 000 fr. x 3 — 90 000 fr. : 


La troisième 30 000 fr. x 5 = 150 000 fr. 


La vérification est immédiate. 


123. Remarques générales. — Des exemples précédents il résulte 
que la solution algébrique d'un problème comporte : 


1° le choix de l'inconnue. Ce choix doit entraîner la solution du pro- 
blème dès que l'inconnue est déterminée. Dans le cas où le problème com- 
porte plusieurs inconnues il faut : 

— Ou bien exprimer ces inconnues à partir de l'une d'entre elles. Ainsi le 
problème du n° 121 comporte deux inconnues et nous avons exprimé l'une y 
à partir de l’autre x, à l'aide de l'équation y = 21 — x. 

— Ou bien exprimer toutes ces inconnues à l'aide d'une inconnue auxiliaire. 
Ainsi le problème n° 122 comporte 3 inconnues et nous ies avons exprimées 
à l’aide de l'inconnue auxiliaire r sous la forme x = 2r,y —37r, z=5r. 


20 Ia mise en équation. Elle consiste à traduire l'énoncé par une 
égalité où entrent les données et l'inconnue. Il faut aussi se demander quelles 


sont les conditions pour que toute racine de l'équation obtenue-soit une 
solution du problème. 


3 la résolution de l'équation obtenue. C'est. la partie purement 
algébrique du problème. On vérifie ensuite si la racine trouvée satisfait aux 
conditions imposées ci-dessus. 


124. Interprétation d'une solution négative. — Un père a 
43 ans. Son fils 23 ans. Dans combien d'années l'âge du père 
sera-t-il le double de l'âge du fils ? 


Soit x le nombre d'années demande ; l’âge du père devient 43 + x, celui 
du fils devient 23 + x. Il faut donc : 
43+x—=2(23 + x) 
Réciproquement, toute racine positive de cette équation est une solution 
du problème. On obtient : 
43 + x = 46 + 2x 
43— 46 = 2x — 7x 


soit x= —3 
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Le problème est impossible. Cependant on peut mmterpréter Va r‘monse de 
la facon suivante. Ajouter (— 3) années à l'ège du père et à lise du als, 
c'est leur retrancher 3 ans. La réponse satisfait au a si l'on convient 


d'en modifier ainsi l'énoncé : {l y a combien d'années l'êge du père était-il double 
de l'âge du fils ? 


488. Trouver 3 nombres entiers consécutifs dont la somme est égale à 57. 
487. La somme de 5 nombres mmpairs consécutifs est 85. Quels sont ces nombres ?. 


488. Un D AR son fils a 5 ans : dans combien d'années l'âge du père sera-t-il 
pen ‘êge du fils ? 


* Un père a 41 ans : ses trois enfants sont âgés de 7,9 et 13 ans. Dans combien 
d' san l'âge du père sera-t-il la somme des âges de ses ; ‘enfants ? 


490. Trouver un nombre dont la somme des quotients par 5, 7 et 9 soit égale à 429, 


491. En retranchant 5 aux : d'un nombre on trouve le même résultat qu'en ajoutant 
2 aux à de ce nombre. Quel est ce nombre à 


a ns Trouver un nombre dont le carré augmente de 189 quand on augmente ce nombre 


403. Quel nombre faut-il ajouter eux deux termes de l fraction 45 pour qu'elle devienne 
égple à 2 à 

494. Quel nombre faut-il retrancher eux deux termes de la fraction 37 pour obtenir une 
fraction égale à à ? 


495. Quel nombre faut-il RER TR D ONE 7 aux deux 


ô 
termes de la fraction + pour obtenir deux fractions égales ? 


ose ame Son eg og 4 grd Lemaire eq ra ep Elle part en 
une sien gl dns Pme is à l'heure et revient à pied, à la vitesse moyenne de 
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497. Un épicier achète un certain nombre de bouteilles de vin pour 22 500 francs. En 
vendant la bouteille 165 francs il gagnerait autant que ce qu'il perdrait s'il la vendait 
135 francs. Quel est le nombre des bouteilles de vin ? 


408. Un capital est placé à 6% pee 18 mots. S'il était placé à 5% pendant deux 


ans, les intérêts augmenteraient 9 francs. Quel est ce capital ? 


409. Deux capitaux dont l'un est les? de l'autre sont placés pendant 18 mois au même 


taux 5%. La somme totale amsi obtenue, capitaux et intérêts réunis, est 90 300 francs 
Quels sont ces deux capitaux ? 


500. Pour se rendre à son travail un employé parcourt les - de la distance totale en auto- 


bus à la vitesse nne de 20 km. à l'heure, et le reste à pied à la vitesse moyenne de 
5 km. à l'heure. RE qu 1l met 2i minutes pour se rendre à son travail , quelle distance 
totale parcourt-il ? 


501. A Île heure entre 2 heures et 3 heures les aiguilles d'une montre sont-elles 
Tee sur l'autre ? À quelle heure font-elles un angle droit ? 

502. Une automobile parcourt 207 km. en 2 h 45 m. Elle perd les = de sa vitesse dans la 
traversée des agglomérations dont Îa longueur totale est 27 km. Quelle est la vitesse 
moyenne, sur route, de cette automobile ? 


503. Deux automobiles partent à la même heure d'une ville À pour une ville B, la 
première avec une vitesse moyenne de 80 km à l'heure, la avec une vitesse moyenne 
de 60 kmn à l'heure. Sachant que les heures d'arrivée sont 15 h 45 m et 16 h 15 m, trouver 
la distance des villes À et B. de 

804. Une somme est partagée entre plusieurs personnes de la façon suivante : la pre- 
mière a 100 francs plus le À du reste, la seconde a 200 francs plus le À du nouveau reste 


et ainsi de suite. Î] se trouve que toutes les parts sont égales. Quelle est la somme partagée ? 
Quelle est la valeur d'une part et le nombre de parts ? 
505. Une personne a placé les À d'un capital à 5% et le reste à 450%. La première 
PNR PR EE 
’ 


808. Un fil d'or et de cuivre pesant 83 grammes subit quand on le plonge dans l'eau 
une perte de poids de 7 grammes. Quelles sont les quantités d'or et de cuivre contenues 
dans ce fil sachant que les densités de l'or et du cuivre sont 19,5 et 8,8 ? 


807. Un mètre de drap coûte 720 francs de plus qu'un mètre de toile. Sachant que 10m 
de drap et 12m de toile coûtent ensemble 25 690 francs, trouver Le prix du mètre de chaque 
e 
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808. Une fermière or ce 7-7 ml ouesseel semi La 04 francs. Sachant qu'un canard 
et un poulet valent ensemble 2 100 francs, trouver le prix d'un canard et celui d'un poulet. 


609. Deux ouvriers gagnent ensemble 5 709 francs par jour. En un mois, le premier a 
travaillé 24 jours et le second 20 jours. Ils ont reçu ensemble 124 640 francs. Quel est le 
le prix du salaire journalier de chacun d'eux ? 


510. Un commerçant a vendu 5 m de toile et 10m de drap pour 19 500 francs. Une 
seconde fois, il a vendu 27 m de toile et 23 m de drap pour obterur 61 900 francs. Quel est 
mètre de chaque étoffe ? 


511. Un bateau fait sur un fleuve le service entre deux localités À et B. Cette dernière 
est située à 25 Lan 200 en aval de A. La vitesse du courant est de 3 km à l'heure et elle 
s'ajoute ou se retranche à La vitesse horaire du bateau suivant qu'il descend ou remonte le 


courant. La durée du trajet de À à B est les à de celle du retour. 


1° Trouver la vitesse horaire propre du bateau. 
2° Calculer le retard dû au courant sur la durée du trajet aller et retour. 
512. Un marchand a venduu ne pièce de drap pour 122 400 francs. une pièce de 
him va -quncVsdgs is re mc 51 000 francs. La longueur de la Len mi mea 


passe de 3 mètres cel soie et est inférieure de 6 mètres à celle de la pièce de 
toile. Sachant qu'un mètre de drap coûte autant qu un mètre de soie et un mètre de toile 


réunis : 
1° Trouver la longueur de chacune des 3 pièces. 
2° Trouver le prix du mètre de chaque étofée. 
513. Un automobiliste part à 8 h 20 d'une localité À pour une ville B située à 192 km 
de A et où il doit arriver à une heure déterminée. Il calcule la vitesse horaire moyenne qu'il 
doit réaliser, mais arrivé à mi-route, il s'aperçoit que sa vitesse horaire a été inférieure de 


12 km à La vitesse prévue. Il accélère son ons Rchaegr a amis effectuant dans 
La deuxième partie du parcours une vitesse horaire OR Do ES 


er 1° Calculer la vitesse moyenne réalisée sur le percours entier, puis l'heure 
2° Quel était à mi-route le retard de l'automobiliste ? 


DIX-NEUVIÈME LEÇON 


1. NOMBRES PRENIERS 


425. Diviseurs d’un nombre. — La division de 105 par 21 se 
fait exactement, car : 105 = 2} x 5. 


On dit alors que : 
105 est un nudtiple de 21 ouque 105 est divisibk par 21. 
2t est an diviseur de 105 ou que 21 divise 105. 
Or 21 est égal à 7 X 3, ce qui permet d écrire : 
105 =21X5=7XxX3XxX5—=7X 15. 
Par suite, 7 qui est un diviseur de 21, est aussi un diviseur de 105. 


426. Tout diviseur d'un diviseur d’un nombre est aussi ue divi- 
seur de ce nombre. 


Les diviseurs d'un nombre s'obtinnent en essayant de le diviser par les 
différents nombres entiers successifs. Ainsi 105 admet pour diviseurs : 


1, 3, 5, 7, 15, 21, 35, 105. 


Comme 105 n'est pas divisible par 2, il ne peut être divisible par un mul- 
tiple de 2. Il est donc inutile dans la recherche précédente d'essayer les divi- 
sions par 4, 6, 8, etc... 


27. Nombres premiers. — Un nombre premier est un nombre 
qui n’est divisible que par lui-même et par l'unité. 


13 est premier, car ses seuls diviseurs sont | et 13. 


25 n'est pas premier, car il admet pour diviseurs |, 5 et 25. 


NOMBRES PREMIERS 
128. Table des nombres premiers. — Soit à établir la liste 


nombres premiers inférieurs à dU. Écrivons les nombres entiers de | à 
et supprimnons les nombres non premiers. 


LÉ & 


7 Æ # 
17 +6” 19 
LT 29 


4 2 3 <« 
11 47 13 4 
2 2 2 2 
31 2 35 #4 37 35 3 


41 Æ? 43 AT 47 A AT 


Nous avons supprimé tous les a de 2, 3,5 et 7. Le plus petit nombre 
à barrer ensuite serait donc 11 X 11 = 121. Nous pouvons en conclure 
que tous les nombres qui restent dans Île tableau sont premiers. Soient : 


1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47. 


CRE ET 
RES 
à NS 


429. Théorème. — Tout nombre non premier admet au moïîns 
un divisear premier. 


Soit le nombre non premier 3 551. Son plus petit diviseur, autre que 
l, est 53. Si 53 admettait un diviseur autre que Î et 53, ce diviseur serait aussi 
un diviseur de 3 551, inférieur à 53. Cela est impossible : 53 est donc premier. 


130. Reconnaître si un nombre est premier. — Du théorème 
précédent, il résulte qu'un nombre qui n admet aucun diviseur premier est 
un nombre premnier. 


Soit par exemple le nombre 97. 

1° 97 n'est pas divisible par 2, 3 ou 5 (règles de divisibilité). 
2° 97 n'est pas divisible par 7 (quotient : 13, reste : 6). 

39 97 n'est pas divisible par 11 (quotient 8, reste : 9). 


4° 97 n'est pas divisible par un nombre supérieur à 1 1. En effet, le quotient 
de 97 par 11 est 8. Si 97 était divisible par 19 nous aurions : 97 — 19 X aq, 
avec q au plus égal à 8. 97 serait divisible par le nombre q, ce qui est impossible 
d'après les premiers essais. 97 est donc un nombre premier. 


RècLe. — Pour geconnaîftre si un nombre est premier, on le 
divise par les nombres premiers successifs. Si aucune division 
ne se fait exactement le nombre est premier. 


On arrête les divisions lorsque le quotient obtenu est égal ou 
inférieur au diviseur premier essayé. 
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Il. DÉCOMPOSITION D'UN NOMBRE 
EN FACTEURS PREMIERS 


431. Théorème. — Tout nombre non premier peut se décom- 
poser en un produit de facteurs premiers. 
Considérons le nombre 315. Il est divisible par 3 : 
315 = 3 X 105 Or: 105 = 3 X 35 d'où 
315 = 3 x 3 X 35 Et, puisque 35 = 5 X 7, 
315 = 3 X 3 x 5 X 7. Soit 315 = 3? X 5 X 7. 
315 est décomposé en un produit de facteurs premiers. 
La décomposition d’un nombre en facteurs premiers ne peut 
se faire que d’une seule manière. 
Ainsi, nous aurions pu écrire 315 = 15 x 21. 
Comme 15=3X 9 et 21 —3X 7, nous obtenons : 
315=3X5X3XxX7—-3X5X 7. 


Nous retrouvons la même décomposition. 


132. Disposition pratique. — La première méthode employée conduit 
à la disposition pratique suivante : 


315 | 3 360 | 2 1 400 | Z 
105 | 3 180 | 2 700 | 2 
35 | 5 90 | 2 350 | 2 
7 | 7 45 | 3 175 | 5 

| 15 | 3 35 | 5 

3 | 5 7 |7 


Î ] 
F5=FX5X 7 360 =—2 XX 5 1 400 == 25 X 5° X 7. 
On écrit à gauche d'un trait vertical le nombre à décomposer et les diffé- 
rents quotients jusqu'à | et à droite les différents diviseurs premiers successifs. 


| | 
REMARQUE. — Il est évident que le nombre premier 1 ne peut jouer le 
rôle de facteur premier dans la décomposition d'un nombre. 


133. Produit de deux nombres décomposés.én facteurs pre- 
Soit à effectuer le produit : (2° X 31 x 52) x (24 x 32 X 7). 

Ce produit s'écrit : 2% x 34 x 512 x 24 x 32 x 7. 

Soit : 2x 3x 5x 7. 
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Le produit de deux nombres contient tous les facteurs conte= 
eus dans les deux nombres, chacun d'eux étant affecté d’un expo- 
sant égal à la somme des exposants qu’il a dans chacun des deux 
nombres. 


Cette règle est analogue à celle du produit de deux monômes. Elle se géné- 
ralise pour plusieurs facteurs et permet de calculer les puissances d'un nombre : 


EXEMPLES. 

10 (25 x 3 x 5°) x (2 x 3 x 52) x (3? x 7) = 21 x 37 x 54 x 7. 
20.0°X 3 KX DPF = 7 X SX 5" 

30 (2x 3x 7} =20 x 3x 7. 


134. Quotient de deux nombres. — Considérons les nombres : 
22xX3:xX5 et 2x 31. 
On peut, d'après la règle précédente, écrire : 
27x 3x 53 = (24 x 39 x (22 x 32 x 5°). 
Soit (27 x 34 x 53): (24 x 32) = 21 x 33 x 53, 


Le quotient de deux nombres contient les facteurs du divi- 
dende, chacun d’eux étant affecté d’un exposant égal à la diffé- 
rence des exposants qu'il a dans le dividende ot le diviseur. 


(Rappelons que & = |). 


Nous voyons apparaître la condition : 


Pour qu’un nombre À soit divisible par un nombre B (ou soît 
multiple de B), il faut et il suffit qu’il contienne tous les facteurs 
de B avec des exposants au moins égaux à ceux de B. 


# 


514. Établir la liste et le nombre des diviseurs de 54. Crouper par deux les diviseurs 
dont le produit est 54 et montrer qu'il suffit de rechercher le plus petit nombre de chaque 


groupe. 
— Reprendre le même problème pour les nombres : 
515. 60, 108, 128, 252. 
516. 84, 250, 288, 315. 
817. 36, 100, 144, 235. 
ALcîsez, AnrruuÉrique er Géonmérais, # Lrcies 4 
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— Reconnaître si les nombres suivants sont premiers et donner s'il y a lieu leur plus 
petit diviseur premier : 


+. D MERE EP obligatotrement terminé par 
s ?s / OÙ 7. 
— Décomposer en facteurs premiers les nombres suivants : 


523. 108, 144, 2520, 8 000. 
524. 64, 250, 864, 5 740. 


625. 176, 294, 7920, 1! 053. 

B28. 36 X 42, 72 x 71, 108 x 75. 

BE7. 84 x 25 X 121, 36 x 27 X 143, 65 x 49 x 24. 
EE 108?, | 252, 243 + 33° X 11°, 
— Calculer les nombres : 

52. 2 x 3 x 7, 2XFXSX 7, 2X3X5X Il. 
590. 3: x 5: x 11, PXIXIIX 13, ZX PF XII X 17 


— Effectuer en laissant les résultats sous forme décomposée : 


us1. (2 x 3° x 5) x (2 x 3 x 7°). 

see. (2 x 3° x 5) x C1 x 7 x 115) x (5 x 117. 
sss. Q: x 3 k 7 x Ivy, 

624. (2 x 3° x P x 11}. 

35. (2° x 3 x 5 x 7:02 x 5 x 79. 

us. (27 x 3° x 5 x 11):(27 x 3 x 5°). 


VINGTIÈME LEÇON 


| 1. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR (P. QG. C. D.) 


435. Détinitions — On appelle diviseur commun à deux ou 
plusieurs nombres tout nombre qui divise chacun d’eux. 


Pour obtenir la liste des diviseurs communs à plusieurs nombres, on peut 
établir la liste des diviseurs de chacun d'eux et prendre les nombres communs 
à ces listes : 


EXEMPLE. — Les diviseurs des nombres 30, 45 et 75 sont respectivement : 


1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30 
1, 3, 5, 9, 15, 45 
1, 3, 5, 15, 25, 75. 


Leurs diviseurs communs sont 1.3, 5, 15. 


Le plus grand des diviseurs communs à plusieurs nombres 
s'appelle leur plus grand commun diviseur, en abrégé P. CG. C. D. 


On voit ainsi que le P. G. C. D. de 30, 45 et 75 est 15. 


136. Diviseurs communs à deux nombres décomposés en 
facteurs premiers. 


La condition de divisibilité (n° 134), montre que, pour qu'un nombre 
soit un diviseur d'un nombre À, il faut et 1l suffit qu'il ne contienne que des 
facteurs contenus dans À, chacun d'eux étant affecté d'un exposant au plus 
égal à son exposant dans À. Ïl en résulte que : 


Pour qu’un nombre soit un diviseur commun à deux nombres 
A et B, il faut et il suffit qu'il ne contienne que des facteurs com 
muns à A et B, chacun d'eux étant affecté d’un exposant au plus 
égal à son plus petit exposant dans À et B. 
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Ainsi les nombres: 720=2tX 3x5 et 1512=2 x 3 x 7 


admettront pour diviseurs communs : 


3, 2°=8, 2x 3—=12, 2 x 3 = 24. 


Le plus grand des diviseurs s'obtient donc en prenant tous les facteurs 
sr et en affectant chacun d'eux de l'exposant le plus grand possible. 
"où : 


137. Règle. — Le P. G. C. D. de deux nombres décomposés en 
facteurs premiers s'obtient en faisant le produit des facteurs 
communs aux deux nombres, chacun d'eux étant affecté de son 
plus petit exposant. 


Ainsi le P. G. C. D. de 720 =2 x 3x 5 et 1512 = 2? x 3° x 7 
est égal à 25 x 3° = 72. 

D'autre part, nous voyons que les diviseurs communs aux nombres 720 
et 1 512 ne contiennent que des facteurs premiers contenus dans leur 


C. D. avec des exposants au plus égaux à ceux de ce P. G. C. D. Il en 
résulte que: 


138. Théorème. — Les diviseurs communs à deux nombres 
sont les divisears de leur P. G. C. D. 


Ainsi la liste des diviseurs communs à 720 et 1 512 est la liste des diviseurs 
de leur P. G. C. D. : 72. Soit : 
1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 36, 72. 


139. Ndmbres premiers entre eux. — On appelle nombres 
premiers entre eux deux nombres qui n’admettent comme divi- 
soeur commun que Île nombre 1. 


Autrement dit, leur P. G. C. D. est égal à 1. 
Les nombres 36 == 2? X 3% et 25 = 5° sont premiers entre eux. 


Îl en est ainsi: chaque fois que deux nombres décomposés en facteurs premiers 
ne contiennent pas de facteur commun. 


440. Théorème. — Lorsqu'on divise deux nombres par leur 
P. G. C. D., les quotients obtenus sont premiers entre eux. 
Soient par exemple les nombres: 21X 3x 7 e 2x 3x 5. 


Divisons-les par leur P. G. C. D. qui est : 2° X 3%. Les quotients sont rec- 
pectivement : ZX 7? et FX S. 

Ces quotients n'ont pas de facteur premier commun. Ils sont donc premiers 
enire eux. 
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I. PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE (P.P.C.M.) 


141. Définitions. — On appelle multiple commun à deux ou 
plusieurs nombres tout nombre qui est multiple de chacun d'eux. 


Ainsi 60 est un multiple commun à 6, 10 et 15. 

Il y a toujours une infinité de multiples communs à plusieurs nombres 
(en particulier le produit de ces nombres et ses multiples). 

Le plas petit des multiples communs à plusieurs nombres s’ap- 
pelle jeur plus petit commun multiple. En abrégé P. P. C. M. 

Il est facile de voir que le P. P. C. M. de 6, 10 et 15 est égal à 30. 


142. Multiples communs à deux nombres décomposés en 
facteurs preiniers. 


I] résulte immédiatement de la condition de divisibilité (n° 176) que : 

Pour qu’un nombre soit un multiple commun à deux nombres 
Aet B, il faut et i] suffit qu’il contienne tous les facteurs contenus 
dans À et dans B, chacun d'eux étant affecté d’un exposant au 
moins égal à son plus grand exposant dans A et B. 


Ainsi les nombres : 360 — 2? X 32 X 5 et 500 =: 2? x 5*® admettent 
pour multiples communs : ° 
23 x 3° x 5% = 27 000, 2° x 31 x 5 x 7 == 126 000. 

Le plus petit des multiples communs s'obtient donc en prenant seulement 
les facteurs contenus dans les deux nombres et en affectant d'eux 
l'exposant le plus petit possible. D'où : 


143. Règle. — Lo P. P. C. M. de deux nombres décomposés en 
facteurs premiers s’obtient en faisant le produit de tous les fac- 
teurs contenus dans Îles deux nombres, chacun d’eux étant affecté 
de son plus grand exposant. 


Amsi le P. P. C. M. des nombres 360 et 500 est égal à : 
23 x 3: x 5° = 9 000. 
Nous voyons d'autre part que les multiples communs aux deux nombres 
contiennent tous les facteurs premiers de leur . C. M. avec des exposants 


au moins égaux à ceux de ce P. P. C. M. D'où : 


444. Théorème. — Les multiples communs à deux nombres 
sont les multiples de leur P. P. C. M. 


Ainsi les multiples communs à 360 et à 500 sont les multiples de leur 
P.P.C.M.:9 008. Leur liste commence donc par : 


9000, 18000, 27000, 36 000, ete. 
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145. P. G. C. D.et P. P. C. M. de plusieurs nombres. — Les con- 
ditions nécessaires et suffisantes des n°° 136 et 142 s'étendent à rats 
nombres. Îl en est par suite de même des règles du P. G. D. C. et du M. 
ainsi que des théorèmes n°° 138 et | 


EXEMPLE. — Calculer le P. G. C. D. et le P. P. C. M. des nombres 3 
360 et 480. Etablir la liste de leurs diviseurs communs et celle de leurs ph 
communs. 


Décomposons ces nombres en facteurs premiers : 


390 = 2x 3x5 30 =2x3x5 480 =2"xX3XxX5 
Leur P. G. C. D. est égal à : 
2X 3 X 5 == 60. 
Leur P. P. C. M. est égal à : 


2 x 7 x 52 — 7 200. 


La liste de leurs diviseurs communs est la liste des diviseurs de 60 : 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. 


La liste de leurs multiples communs est la liste des multiples de 7 200 : 
7 200, 14 400, 21 600, 28 880... 


Calculer le P. G. C. D. des nombres suivants : 


#37. 168 et 360. 58. 252 et 664. 
580. 336 et 462. 540. 1 840 et 1 260. 
541. 18 150 et 23 850. 542. 33 390 et 58 800. 
643. 315, 819 et 924. 544. 252, 693 et 945, 
546. 2520, 3 150, 4 410. 546. 7 560, 10 080 et 12 096. 
— Établir la liste des diviseurs communs aux nombres : | 
547. 4 200 et 5 880. 548. 1 440 et 1 764. 
546. 3 7890, 4 320 et 5 184. 650. 10 584, 11 520 et 13 104. 
— Calculer le P.P. C. M. et les trois multiples communs les plus simples de : 
551. 360 et 504. B62. 252 et 672. 
653. 972 et 1 134. | . 854. 720 et 900. 
655. 168, 252 et 336. 556. ]20. 180 et 270. 
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657. 1° Calculer le P. G. C. D. et P. P. C. M. des nombres 576 et | 080. 
RÈ Comparer le produit des deux résultats au produit des deux nombres. Géneralrser . 


558. [1° Calculer le P. G. C. D. et le P. P. C. M. des nombres 99 et 140. 
2° Quel est le P.P. C. M. de deux nombres premiers entre eux ? 


5859. 1° Calculer le P G. C. D. et le P. P. C. M. des nombres 144 et 180. 


2° Que deviennent les résultats précédents lorsqu'on multiplie (ou lorsqu'on divise) 
les deux nombres par 6 ? Généraliser. 


560. Démontrer que, si un nombre en divise deux autres, 1] divise leur somme, leur 
différence et le reste de leur division. 


661. La division de deux nombres se fait exactement. Quel est leur P. G. C. D.et quel 
est leur P.P.C. M. ? 


862. Montrer que la liste des diviseurs communs à deux nombres est la même que celle 
du plus petit de ces nombres et du reste de leur division. Que peut-on dire des P.G. C. D. ? 

APPLICATION. — Remplacer la recherche du P.G. C. D. de 792 et 240 par la recherche 
du P. G. C. D. de deux nombres plus simples. Répéter cette opération afin d'obtenir un 
P. G. C. D. évident. (Méthode des divisions successives.) 


5683. Utiliser la méthode indiquée au numéro précédent pour la recherche du P.G.C.D. 
des nombres 2 021 et 2 679. 


564. Trouver deux nombres non divisibles l'un par l'autre sachant que leur P. G. C. D. 
est égal à 336 et leur somme égale à 2 688. 


565. Par quel nombre inférieur à 100 faut-il diviser 29 687 et 35 312 pour obtenir pour 
restes respectifs 47 et 32. Quels sont alors les quotients ? 


‘ 568. En dimsant 809 et | 024 chacun par un certain nombre, on trouve le même quotient 
et pour restes respectifs 27 et 35. Reconstituer les deux divisions. 


567. On a planté des arbres égalernent espacés sur le pourtour d'un terrain triangulaire 
que eme do Ai CU met 240 m. Sachant qu'il y a un arbre à chaque sommet 
que la distance de deux arbres consécutifs est comprise entre 4 mètres et 10 mètres, cal- 
sg le nombre d'arbres plantés. 


5688. gr io A nt mots successifs : 2 310 francs, 2 640 francs et 
2 970 francs. Sachant que son salaire journalier varié et qu'il travaillé plus de 
AE lgnelngyrnnl on ae vom Vommbngr md pr ri que‘mois. 


569. pe re gore ans mans ag lin shape ln mb et Sache: lez 
nent longueur leur 
et 





pere 
coupon et nombre total de ces coupons. 
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571. Deux règles d'égale longueur sont gradi‘4es l'une en 72 parties, l'autre en 
126 parties. On fait coincider leurs extrémités. Leterminer les traits de division qu 


coincident. 
572. Trouver les muitiples communs à 6, 8 et 10 compris entre 500 et 1 000 


573. Trouver les trois nombres les plus simples divisibles par les 10 premiers nombres 
entiers. 

574. Quel est le plus petit nombre qui donne 7 pour reste quand en le divise par 12, 
par 15 ou per 16. 


575. Trouver un nombre qui donne 16 pour reste quand on le divise par 24 ou par 32, 
et 8 pour reste lorsqu on le divise par 20. 


676. Trouver le plus petit nocibre qui, divisé par 5, 6 ou 8, donne respectivement peus 
restes 4, 5 et 7. 


577. Deux cyclistes roulent dans le même sens sur une piste. Le premier fait un tour 
en | minute 45 secondes et le second en 1 minute 36 secondes. Sachant qu'ils sont partis 
ensernble de la ligne de départ, on demande après combien de temps passeront-ils ensemble 
cette ligne de départ. Combien de tours chscun d'euetet-à effctinle à 


578. Des pa vés rectangulaires qui ont 12 cm de large et 21 cm de long ont servi à r 
salébressient une place carrée. Calculer le côté de cette place sachant qu'il mesure un on 
entier de mètres compris entre 30 mètres et 60 mètres. 


579. Helene tronc Ponant ana mg Dong 
extrémnst Les dinsions ont pour dx RS og À pq et 
16 mm. Pan a gogo Bar gant us 


590. D 
mètre. Elle paye exactement avec des billets de 1 000 francs. Sachant que la dépense 
shouts uns 


compte ses par 12, par 16 et par 20. Il hui en reste 8 à 
dique fi. En Le comptant pa 13, d ne hu en reste plus. sen posède-t-il de 








582. En comptant les élèves d'une école par 9, 10 ou 12, il en reste respectivement 8, 9 
et 11. En Les cernptant per 11, 1 n'en reste pas. Trouver le nombre d'élèves de l'école. 


583. Des axtobus partent d'un rmême point dans quatre directions différentes. Les départs 
se font respectivement dans chaque direction toutes les 5 minutes, 8 minutes, Î2 minutes 
et 18 minutes. Un départ sxaultané a lieu à 7 heures le matin. Quelles sont les heures des 
autres départs simultanés de La journée ? 


VINGT ET UNIÈME LEÇON 


APPLICATION AUX FRACTIONS 


146. Simplification d’une fraction. 


Pour simplifier une fraction, il suffit de diviser ses deux termes 
par un de leurs diviseurs communs. 


Ainsi : 126 _126:9 __ 14 
° 189 189:9 2] 


Il est évident que l'on ne peut répéter indéfiniment cette opération. Si, 
en particulier, on divise les deux termes d'une fraction par leur 
on obtient une fraction qui a ses termes premiers entre eux (n° | 40). 


Ainsi 126 et 189 ont pour P. G. C. D. : 63 : 
126 _126:63 2 


189  189:63 3 


On ne peut plus simplifier la fraction 3 : elle est dite irréductible. 


On appelle fraction irréductible une fraction dont les termes 
sont premiers entre eux. 


Nous admettrons, sans Si eng qu ‘il n'y a qu'une seule fraction 
irréductible égale à une fraction donnée, d'o 


447. Théorème. — Pour obtenir Ja fraction irréductible égale 
à une fraction donnée, il suffit de diviser ses termes par leur 
P. G. C. D. 


On dit encore que la fraction ainsi obtenue est réduite à sa plus simple 
expression. 
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148. Méthode pratique. — La recherche d'un P. G. C. D. est 


fois assez longue. Lorsque Îles deux termes d'une fraction admettent un divi- 
seur commun évident, on commence par diviser les deux termes de la fraction 
par ce diviseur commun. 


On obtient immédiatement en divisant les termes par 10, puis par 9 : 
14490 _1 449 _ 161 


16_7 x25 _ 7 
255 xX23 Ii 


149. Fractions égales. — Soit n le P. G. C. D. des deux termes d'une 





fraction © ÿ égale à la fraction irréductible +. Puisque eg =: la frac- 
7 Xn | 
tion © b s'écrit : TX n « 


On traduit ceci en disant que : 
Une fraction quelconque a ses termes équimultiples de ceux 
de Ia Eu irréductible égale. Pour obtenir toutes les fractions 


égales à — . . il suffit de donner à n toutes les valeurs possibles : 


LA 1X2, I1X3 7x4. 
Il x 2 Il x 3 11 X 4 


150. Règle. — Pour obtenir une fraction quelconque égale à 
une fraction donnée, il faut : 
1° Chercher Ia fraction irréductible égale. 


2° Multiplier les deux termes de cette fraction irréductible 
par un même nombre entier. 


151. Applications aux fractions décimales. 








jé Conti L fs dit RS 
Simplifions : 324 _2 x 3 = 3° ——s" 
P TO000 25x55 2 x 53 


Le dénominateur de la fraction irréductible égale ne contient que les fac- 
teurs premiers 2 et 5 et ne peut évidemment en contenir d’ autres. 
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2° Considérons la fraction irréductible > Li : = 


_ 71XIXxS 385 | 
par 5. Nous ss 25x55 1000 
Nous pouvons en conclure : 


TuéorèmMe. — Pour qu’une fraction donnée soît égale à une 
fraction décimale, Î1 faut et il suffit que le dénominateur de !a 
fraction irréductible égale ne contienne pas de facteur premier 
autre que 2 et 5. 


152. Réduction au même dénominateur. — Soit à réduire au 
même dénominateur : L 2: và 


96 120 270° 
19 Simplifions ces fractions, nous obtenons : 
LE ne 
90 
2° Le dénominateur commun cherché est un multiple commun de 48, 40 
et 90. Calculons leur P. P. C. M. 
4#84=2xX3 40=2=2xX5 9=2XxXFPXS. 
Le P. P. C. M. est donc: 2° x 32 x 5 = 720. 


39 Pour obtenir 720, 1l nous faut multiplier 48 par 15, 40 par 18 et 90 par 8. 
Les fractions s écriront : 


. Multiplions ses termes 





5xXI5 J7X18 , 1x8, 

48 xX 15° 40 X 18 90 x 8 
. 75 136 88 
Soit : 720" 720 730 


153. Règle. — Pour réduire plusieurs fractions au plus petit 
dénominateur commun possible, il faut : 

1° Réduire ces fractions à leur plus simple expression ; 

2 Chercher le P. P. C. M. des nouveaux dénominateurs ; 


3° Maltiplier les termes de chaque fraction réduite par le 
quotient de ce P. P. C. M. par son dénominateur. 


123 _ 45 77 
154. Application. — Calculer : 770 — 175 * &2' 
41 9 11 


Simplifions 50 — 35 + 126° 
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| | 41 9 I] 
Soit en décomposant : TXHXS 5x7 + TX EX 
. Prenons pour dénominateur commun, le P.P.C. M. :2Xx FX 5 x 7. 


Nous obtenons : 

41 X 7 _ 9Jx2%x 3 + I x 5 
2XX5X7 2X FH X5X7 2X FX 95X 7 
287 162 55 __287—162+55 _180 _2 


Soit: 230 630 * 630 850 80 — 7 


— Simplifier les fractions suivantes ! 


eu l65, 214 us. 565, 1202 

css. ES nr 5se. nee a 

sso. 168 *X 462, 252 X 684, ges, 207 X 551, 315 x 693, 
336 x 360 840 x 1 260 * 861 x 3% 924 x 

me ER IONZM © 22x92 x 120% 

— Eflectuer les opérations suivantes ! 

04. 195 + 12 me. +217 

mL -# + 

ST = Le 

m(t-2+S fn _5). à 
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604. Trouver une fraction égale à P et dont la somme des termes soit égale à 325. 


G05. Trouver une fraction égale à nes et dont la différence des termes soit égale à 357. 
: 2 à | 4) 
606. La somme de deux fractions dont l'une est les 7 de l'autre est égale à 5 Calculer 


les deux fractions. 


607. Trouver une fraction égale à LE dont le P. G. C. D. des termes soit égal à 13. 


6C8. Trouver une fraction égale à Le et dont le P.P. C. M. des termes soit 2 100. 
609. Trouver deux fractions sachant que leur quotient est égal à e et que leur somme 


est égale 12. 


610. Trouver deux fractions sachant que leur quotient est égal à U et que leur diffé- 
rence est égale à à 


611. Trouver les fractions égales à me et : 
1° Dont les termes suient inférieurs à ceux de la fraction proposée : 

” 2° Dont le numérateur soit inférieur à 400 et le dénominateur supérieur à 500 : 
3° Dont la différence des termes soit égale à 132. 


612. Trouver deux fractions ayant pour numérateur 1, dont les dénominateurs sont deux 
nombres entiers consécutifs et comprenant entre elles la fraction a 


613. Deux règles graduées placées côte à côte de façon que leurs origines coïncident 
mesurent respectivement | ,40 m et 1.68 m. La première est partagée en 48 parties égales et 
la seconde en 32 parties. égales. Détermimer per leurs numéros les traits des deux gradua- 
tions qui coincident. 


614. Deux pièces d'étoffe mesurent respectivement 2 de mètre et 2 de mètre. On 
t les découper en coupons d'égale . Quelle est la plus grande longueur bl 
ner Mhaent ces coupons et combien chatons clame de où viens bone telle à 
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615. Trouver la plus petite fraction dont les quotients par et par à soient des nombres 


entiers. Comparer les termes de la fraction trouvée au P. P. C. M. des numérateurs et au 
P.G. C. D. … dénominateurs des deux fractions proposées. 


616. Soient les fractions SL et D Trouver la plus grande fraction qui soit contenue un 


nombre entier de fois dans chacune de ces deux fractions. Comparer les termes de la frac- 
nat aan ” C. D. des numérateurs et au P.P. C. M. des dénominateurs des deux 


617. Réduire la fraction 273 à sa plus simple expression. 

Trouver ensuite toutes les fractions égales à la fraction donnée, et à termes plus petits. 
— Quel est le nombre de ces fractions ? 

Déterminer une fraction égale à 305 et dont le mumérateur et le dénominateur ont pour 


somme 8 305. (Bourses.) 


618. Calculer l'excès de l'unité sur la fraction Ê. 


= On ajoute 5 à chacun des deux termes de cette cette fraction (on remarquera que la diffé- - 
rence des deux termes ne change pas) ; calculer l'excès de l'unité sur la fraction ainsi 


obtenue. Dire d'après cela si la fraction —- 11 augmente ou diminue lorsqu'on ajoute un 
même nombre à ses deux termes. 

En employant un procédé analogue, dire si la fraction à sugmente ou diminue lorsqu'on 
ajoute un même nombre à ses deux termes. (Bourses) 


619. Un marchand revend à raison de 900 francs le mètre une pièce d'étofle qu'il a 
achetée à un prix inconnu, 
I vend une première fois les à de la pièce, une deuxième fois les à du reste et une troi- 


sième, fois la moitié du nouveau reste RE RE 
eu prix d'achat total de la , augmenté de 900 francs. Dans une quatrième vente, le 
LS èce, et son bénéfice total est | 4 400 francs. 


Calculer la longueur de la pièce et le prix d'achat du mètre. (Bourses) 


620. Une prèce de ruben de 84 mètres a été vendue à trois acheteurs. Le prenmier a eu les 
2 de la pièce ; le second a eu une part égale aux à de la part vendue au premier : le troi- 
sième a eu le reste. Calculer la longueur du ruban vendu à chaque acheteur. 
Le premier a payé 45 francs par mètre, les deux autres ont payé 70 francs par mètre. Calou- 
ler Le prix d'achat de la pièce, chant que Le bénéfice du marchand est le + du prix d'achat. 
(Bourses) 


EXERCICES DE RÉVISION 


Caloul algébrique 


658. Soient sur un axe deux mi Brie ler omlshb hs Calculer les abscisses des 
ss Mai N où: patent AE cn dote 


659. On donne sur un axe trois points À, B et C d'abscisses a, bet c. Trouver l'abscisse 


du point G tel que : 
GA + GB + GC = 0. 
660. Sosent sur un axe 4 pomts, À, B, C et D. Démontrer la relation : 
AB.CD + BCAD + CABD = 0. 


nant age col cu B et M. On die par O le mis de AB. 
ä 


jo MA + MB — 2 M0. 2 MAME = MO — 2. 


6682. Soient 2 points À et B d'un axe, O le milieu de AB et M un point quelconque de 
l'axe. Démontrer les relations : 


1e MA+ MB 2M0r+ A, 2 MA — MB: — 2 ABOM. 


— Effectuer les produits suivants : 

668. Ç a?) (-< brut) (— 10 ab x y"). 

064. (2x + 3)(x—5) 6 x + 1). 

685. (2x —3x +42 (4 x + 6 x + 8). 

668. (2x —3 y) (x —9 + 1). 

— Calculer les expressions suivantes : 

667. x(x+l(+2—-3(G—-2G +2 +2(x—6). 

088. (rt 3y)2y—1)—C2x—ySx—)D+Cx—3y) (6 x + 2 y). 
88. 5rx+3y)G6rz—-2pm +O6x+2ymGu+)—-6x—-2y 6 x+ 1). 
870. (ax — y) (ax — 2 y) + 3 y (ax — y + 1) — y G y + 3). 
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— Établir les identités suivantes : 
671. 
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(a+ b—d'+(a—b+h=2&+2(b— 0c}. 


672. (a+ b+c)}—(a—b—c) = 4a(b + o). 


673. 


(a + b) + (a — b) = 2 a (a° + 3 b°). 


674. (ab + 1}? + (a — b} = (a? + 1) (6° + 1). 


676. 


(ab + 1} — (a + Bb} = (a — 1) (° — 1). 


— Décomposer en un produit de facteurs les expressions suivantes : 


12 ab — 3 b?, 

x +ôox+). 

(2 x + 3)? — 49. 

(2 a — b}' — a. 
(ax + 1)? — (x + aj?. 


— Simplifier les expressions suivantes 
(a + D — 
(a + c)° — b° 
x—2x + L 
— | 
a— | 
a+ 
x | 
Val sel 


xl x 
x x+tl 


676. 
678. 
680. 
682. 
684. 


= =) 4a e 
ad —1 
EE 2x e 
F—1 


a+! 




















> 
+5 


5a — 38 + 2e 
là + 2 


697. Soit la proportion ï == 1 


+ 48 x°y* — 27 y'. 

.3x2— 30 x + 75. 
.M— 
. (a+) — (a + 2}. 
. (ax + b}? + 


10 x + 21. 


(bx — a), 


Ga+2l}—(a+2b) 


a — b° 


4rm—9 | 
4 +8z—21 


2 __I + 2. 
2a+b 2a—b 4 —6 


x+]i 2 


x — | 
x f+irt:t2 


xz+t2 











Soit les rapports égaux ——s Démontrer que chacun de ces rapports est 


LB ab 


* Démontrer que Tip” d' 


698. Démontrer que si a, b, c, d, vérifient la relation (ad + bc} == 4 abcd, ces 4 


nombres forment une proportion. 


699, nya hill + BE) (ec + d') = (ac + bd}, les 4 nombres a, b, cet d 


forment une pro 
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 Équations du 4er degré 


— Résoudre les équations suivantes : 















































xl  42x—3) _5Srtl x+5 x+9 2x+7 
700 gs 6 8 9 
Sx—9 7x —9 3x — 143 13x—16 , x —32 295—x 
PNR PO UE OMC TN "77 
3x—2  2x—9 r+3 4x+9 5x+12 Ix+28 
TT 4 CRE: DE SE: 
x+5 x—3 7x _xtl 3x+4 
706. T4 6 3 707. T3 | 5 — 
Dr 7 , 3x9, 9x 4x—1 3x—1  10x+ 63 
708. EE + = 700, 2 + EL ES. 
x—8 x—23 43—7x 13x— 34 3x—7 19—7x 
10. EE = TA mn TE, 
— Résoudre les équations suivantes : 
Jx—t, 3x 01x52 2x—7 ] 
UT Ses M Re 0 TE 

3 7 2x+3 "3 +2. 
el IT pl ie Dies 

9x+2 Sx+8 x+5 5 D | 
A RTE SE TL 
— Résoudre les équations suivantes : 
718. (2 x — 3) (4 x — 12) = 0. 719. x(x— DGx—2D=0. 
720. x“ —(4r +5} = 0. 721..(2 x — 3} — (x + 6)° — 

4 9 13 4 5 Le) 
EE A ES ON EN 207 
— Résoudre les équations suivantes où le nombre m est supposé connu : 

Br —5m 5x— lim 78— x 
AS PT PT * 725. mx—-m)=x— |. 
7e. Em TG ES, 727, 24 m4 1 = mx + 2). 
728. Soit l'équation 
Sx—m_4#xtm_7Gxt+é) 
3 14 


dans laquelle m est en nombre connu. 


1° Résoudre cette vi mag 


2 Déterminer m de n que x = Î|. 
Re. > 3. 


3 Calculer su y st 
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Problèmes du 1er degré 


729. La somme de deux nombres est 324. En ajoutant 26 à chacun d'eux, l'un devient 
triple de l'autre. Quels sont ces deux nombres ? 


730. La différence de. deux nombres est | 032. Le quotient entier €: ces deux nombres 
est 13 et le reste de leur division 48. Quels sont ces deux nombres ? | 

735. Deux cyclistes partent en même temps de deux villes À et B distantes de 2900 km 
et vont à la rencontre l'un de l'autre. Ils se rencontrent au bout de 4 heures. Si le cycliste 
qui part de À était parti une demi-heure avant l’autre, la rencontre aurait eu lieu 3h 48m 
après le départ du deuxième cycliste. Quelle est la vitesse de chacun d'eux ? 


732. Un train a mis 36 secondes à passer devant un observateur immobile. Sa longueur 
est 300 m. Quelle est sa vitesse ? Un second train met 24 secondes pour croiser le premier 
et passe devant l'observateur immobile en 18 secondes. Trouver la longueur et la vitesse 
du second train. | 


733. Deux cyclistes sont séparés par une distance de 54 km. S'ils allaient à la rencontre 
l'un de l'autre ils se rencontreraient au bout de 1 heure.S'ils allaient dans le même sens, ils 
se rejoindraient au bout de 9 heures. Quelle est la vitesse de chaque cycliste ? 


734. Deux capitaux ont pour somme 300 000 francs. L'un est placé à 6% et l'autre à 
5%. E somme de leurs intérêts annuels est 16 200 francs. Quelle est la valeur de chaque 
capita 


735. Deux lingots d'or sont J'un au titre de 0,95, l'autre au titre de 0,8. On les fond 
ensemble en ajoutant 3 kg d'or pur. ingot amsi obtenu est au titre de 0,906 et pèse 
37,5 kg. Quel est le poids respectif des lingots primitifs 


736. On veut obtenir 450 g d'un alliage d'or au titre de 0,83 en fondant des lingots aux 
titres respectifs de 0,8 et 0,9. Quels doivent être les poids de ces deux lingots ? 


737. Un crises achète 100 kg de café, une partie à 480 francs le kilogramme, l'autre à 
560 francs le kilogramme. I] revend le tout pour 60 480 francs avec un bénéfice de 20% 
sur le prix d'achat. Quels sont les poids respectifs de chaque qualité de café ? 


738. Un terrain rectangulaire a 414 m de périmètre. Si la longueur augmentait du : de 


sa valeur et si la largeur diminuait du ; de la sienne, le périmètre augmenterait de 26 m 


Quelles sont les dimensions de ce terrain ? 


739. La longueur d'un rectangle est supérieure à sa largeur de 21 m. Si on augmentait 
ses ne pa de 4 m, la surface augmenterait de 492 m*, Trouver les dimensions de cet 
rectangie. 


740. Deux capitaux sont tels que le second surpasse de 230 000 francs les - du premier. 


En les plaçant à 3,6%. le premier pendant 7 mois, le second pendant 5 mois, l'intérêt du 
premier dépasse de 20 730 francs l'intérêt du second. Calculer les deux capitaux. 


EXERCICES DE RÉVISION 1-9 


741. Deux villes À et B sont distantes de 600 km. La tonne de charbon coûte |! (O0 sacs 
en À et 14 400 francs en B : et le trans coûte 15 francs par tonne et par kilometre. Trox- 
ver le point situé entre À et B où le bon revient au même prix. soit qu il vienne de A. 
soit qu'il vienne 


748. Une somme de 217 000 francs est partagée entre 2 personnes. La |°7° ayant dépensé 


ls à de sa part et La 2° les $ de La sienne, 1] leur reste la même somme. Trouver les deux 


parts. 

an à de an Te Celui qui se gr SON PT ee. je sgh che s'arrête 
7 d'heure après chaque heure de marche. L'autre, qui part de B, n'a qu'un seul arrêt de 
PRES Les cyclistes se rencontrent au bout de 5 heures au milieu de AB. Trouver la 
distance AB et La vitesse de chaque cycliste. 

ER NT OR PORN RER RRRRNE FA 


745. go vhqu s personnes sont proportionnelles aux nombres 2, 3 et 4. En addi- 
première, le double de la seconde et le A DA Pin 1 on trouve 
19000 Enod: Quelles sont ces trois fortunes ? 


+ Un cultivateur a vendu 288 000 francs sa récolte de blé et 144 000 francs sa récolte 
d'avoine, Le poids du blé surpasse de 16 quintaux celui de l'avoine. Sachant que le prix du 
quintal de blé est les : de celui du quintal d'avoine : 


le Trouver les quantités vendues de chacune des deux céréales. 

2° Quel est le prix du quintal de chacune d'elles. 

747. Un automobiliste part à 8 h 40 d'une ville À et se rend à une ville B située à 39 km 
de À. Pelremer ac rpenlne The AT km, mais sa vitesse horaire surpasse de 10 km sa 
vitesse à l'aller, bien que La durée du trajet retour est égale aux À de La durée du trajet aller. 


DÉS RMS RS 
Oislls est l'heure de 56 retour en À 
Un chemisier a acheté deux lots de chemises identiques. Il vend | lot 
1,57 600 ras en réalisant un bénéfice de 240 francs par uni. ent plampan 


000 francs avec un bénéfice de 300 francs et le reste pour 25 200 francs 
ne ur À pe aeleht minces Sachant que le nombre de chemises du deuxième 


lot est Les à de celui du premier lot : 

le Trouver le prix d'achat d'une chemise. 

Z Trouver le nombre de chemises vendues à chaque fois. 

749. Un effectue un trajet comprenant 36 km de terrain plat, 24 km de montées 
et 48 km de tes. Dans les montées sa vitesse Me rm heat sl km et 


descente elle augmente de 15 km. Sachant La durée du tr t lat est le 
nes de Le date Li de ti TT D 


1° Trouver la vitesse horaire du cycliste en terrain plat. 
2° Quelle est la durée totale du trajet et la vitesse movenne réalisée. 








GÉOMÉTRIE 


PREMIÈRE LEÇON 


l. LES DEUX PREMIERS CAS D'ÉGALITÉ 
DES TRIANGLES QUELCONQUES 


1. 17 cas. — Lorsque deux triangies ont un côté égal adjacent 
à deux angles respectivement égaux, ils sont égaux. 


Transportons le calque du triangle A'B'C’ et faisons coïncider B’C’ avce 
son égal BC en amenant B'en B, C en C et A’ du même côté de BC que le 


point À. L'angle C'B'x coïncide alors avec son égal CBx et de même BC'y 


avec son égal Cy. Le point A’ se place donc à la fois sur Bx et Cy, soit au 
point À. Les deux triangles coïncident. 





Fic. |. 


2. 2* cas. — Lorsque deux triangles ont un angle égal com- 
pris entre deux côtés respectivement égaux, ils sont égaux. 
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Faisons coïncider l'angle x FA y avec son égal xAy en amenant À’x’ sur 

Ax et A'y sur Ay. Comme A’B° — AB, le point B° se place en B et comme 

A À'C'= AC, le point C’ 

se place-en C. Les deux 
triangles coïincident. 





3. Remarque. 
Lorsqu'on indique l' das 
lité de deux triangles, il 
faut énoncer les sommets 
correspondants dans le même 
ordre. \ sommets sont 
dits homologues. Si les: 


triangles ABC et DEF 


| Fic. Z. k sont égaux on peut ainsi 
écrire, sans figure, les six relations : 
À = Ê B—Ê CR 
BC=EF CA = FD AB = DE 


ABC 
DEF | 
correspondent ainsi verticalement. D'autre part : 
_ À deux angles égaux sont opposés deux côtés égaux, et à deux 
"côtés égaux sont opposés deux angles égaux. | 


Il. TRIANQLE ISOCÈLE 


&4. Propriété des an me à la base. — Dans tout triangle iso- 
cèle, les qu opposés aux côtés égaux sont égaux. 


Il est commode d'écrire Les angles _égaux et les côtés égaux se 


Menons dans le triangle isocèle ABC, la bissec- A 
trice Ax de l'angle au sommet. Elle coupe la base | 
BC en D. Les deux triangles ABD et ACD ont £\\ 


AB — AC AD en commun et ÉAD — | 
Îls sont donc égaux (2° cas) et les angles B et C 
sont égaux. 

5. Corollaire. — L'égalité des deux triangles 
_ et ACD (fig. 3) permet en outre d'écrire 


To BD = DC. Le point D est le silisss de BC 
et AD est est médiane. 


2 ADB = ADC = IP car ces deux angles Fic. 3. 
sont à la fois égaux et supplémentaires. AD est donc hauteur et médiatrice. 
3° Si on plie le triangle De suivant AD les deux parties coïncident. 
AD est donc un axe de nbsinles triangle. 
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Dans tout triangle isocèle, fa bissectrice de l'angle au som- 
met est en même temps médiane, hauteur, médiatrice et axe de 
symétrie. 


De plus celte droite partage le de” tsocèle en deux S rectangles 


égaux. 

6. Réciproque. — Lors= 
qu’un triangle a deux 
angles égaux, il est iso- 
cèle. 

Calquons le triangle ABC 
et retournons Île calque A’B'C. 


On peut faire coïncider, par 
... 


glissement, les deux triangles 
en C. A’C’, calque de AC, coïncide alors avec AB. Dose AB = AC. 


en amenant en et 


III. APPLICATIONS. 


7. Condition nécessaire et suffisante. — Nous avons démontré 
que : 

1° Si un triangle est isocèle, il a deux angles égaux. 

2 rat pu ge Mec Poe née 1] est isocèle. 


On énonce simultanément ces deux propriétés en disant : 


Pour qu’un triangle soit fsocèle, 1] faut et il suffit qu'il aît deux 
angles égaux. 


forme d'énoncé permet de .. sous forme plus condensée, 
l'énoncé d'un théorème et celui de sa réciproque. L'expression « il faut » 
correspond au théorème direct (condition nécessaire) et l'expression « il 
suffit » correspond au théorème réciproque (condition suffisante). 


8. Propriété caractéristique d'une . — Pour démontrer 
qu'un triangle est isocèle, nous pouvons indifféremment démontrer : 


1° Que ce triangle a deux côtés égaux. 

2° Que ce triangle a deux angles égaux. 

L'égalité de deux angles permet donc, aussi bien que l'égalité de deux 
côtés, de caractériser un triangle isocèle. C'est pourquoi nous dirons que : 
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L'égalité de deux angles est une propriété caractéristique du 
triangle isocèle. 


En général, on appelle propriété caractéristique d'une figure, toute propriété 
qui équivaut à la définition. 


9. TRIANGLE ÉQUILATÉRAL. — Pour qu’un triangle soit 
équilatéral, il faut et il suffit qu’il ait ses trois angles égaux. 


A L'application au triangle équilatéral ABC (fig. 5) 
de la propnété caractéristique des angles à A 
d'un triangle isocèle montre : 


1° Qu'un triangle équilatéral a ses trois angles 
égaux. 


29 Qu'un triangle qui a ses trois angles égaux est 
8 équilatéral. 


Fic. 5. L'égalité des trois angles est donc une propriété carac- 
téristique du iriangle équilatéral. 


140. MÉDIATRICE D'UN SEGMENT. — Pour qu’un point soit 
situé sur la médiatrice d’un segment, il faut et 11 suffit qu’il soit 
équidistant des extrémités de ce segment. 


. Soit M un point de la médiatrice ss 
AB (ñg. 6). xy est perpendiculaire à 

son milieu H._L Les deux triangles MAH pr 
MBH ont MHA — MHB — 1D, MH en 
commun et AH = BH. Ils sont donc égaux 
(2e cas) et MA = MB. 

2° Si M est équidistant de A et B le triangle 

est isocèle car MA = MB, et la média- 

tnce de AB passe done par le sommet M du 
triangle isocèle. 

Autrement dit : 


Les points de la médiatrice d'un segment ont 
pour propriété caractéristique d'être éguidistants 





Fic. 6. 
des cxtrémités de ce segment. 


EXEROIOES 


4. Soit un_ triangle isocèle ABC de sommet À. On prolonge BA d'une lon- 
gueur AD :- BA. 

1° Montrer que le triangle ACD est isocèle. 

2° Montrer que l'un des angies du triangle BCD est égal à la somme des deux autres. 
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2. Dans un triangle ABC, la Er ciel mem Aer: Dane D > 
longement . BC. On prolonge BA d'une longueur AE = s nn 
1° Que représente DA pour le triangle BCE ? 
2° Que représente DA pour le triangle BDE 2 


3. On prolonge, dans le même sens de parcours, les trois côtés "CS Re 
ABC d’ ct longueur. On obtient qe points À’ sur BC, B’ sur re re 


1° Comparer entre eux les triangles tels que ABC. 

2° Montres que A’ BC’ est un triangle équilatéral. 

4. Soit un quadrilatère coaveze ABCD dans lequel AB = = BCet À = C. 

1° Montrer que CD = = DA. 

2 Que représente BD pour le segment AC et les angles B et D ? 

5. Soit un angle 10. On porte our les côtés deux longueurs égales OA ot O8. Soit M 


un point de la bissectrice de 

1° Comparer ies triangles AOM et BOM. Conséquences ? 

2 Que représente UN OM pour l'angle AMB et pour le segment AB ? 

6. Soit un angle Oz. rm in PE D Ox en A et Oy en C et un second 

de même centre coupe Ox en B et Oy D. AD et BC se coupent en L, 

1° Comparer les triangles OAD et OBC. sé ss | 
2° Comparer les triungles IAB et ICD ainsi que les segments IA et IC. 

3° Comparer les triangles OAI et OCT. Que représente la droite OI pour l'angle xOy ? 
7: à 
triangle est tsocèle 

1e La Biecirios: ADI éd ins ten hactons. 

2 La hauteur AH est en même temps médiane. 

3° Le triangle admet un axe de symétnie. 

8. Soit un triangle ABC dans lequel la médiane AM est en même temps bissectrice de 
l'angle BAC. On prolonge AM d'une longueur MD == AM. 

1° Cesmperer les triangles AMB et DMC. Conséquences ? 

2° Montrer que le triangle ACD est socle. Comparer AB et AC. 

30 En déduire le théorème relatif à un triangle dans lequel une bissectrice est en même 
temps médiane. 

9. Dans un triangle isocèle ABC de base BC on mène les médianes BM et CN. Soit G 
leur peut de rencontre. 

1° Comparer les triangles BCM et CBN et les longueurs des deux médianes. 

2° Montrer que les triangles CBC et GMN sont isocèles et que C est sur la médiane 
relative à BC. 

10. ®% considère un triangle isocèle ABC de sommet À. Soient BD et CE les bissec- 
trices métérieures relatives aux sommets B et C. Elles se coupent en I. 
1° Comparer les deux triangles BCD et CBE et les longueurs des deux bissectrices. 
2° Montrer que les triangles IDE et ADE sont isocèles 





DEUXIÈME LEÇON 


1. LE TROISIÈME CAS D'ÉGALITÉ DES TRIANGLES 


41. Théorèine. — Lorsque deux triangles ont leurs trois côtés 
respectivement égaux, ils sont égaux. 


Transportons le calque du 
A: triangle A'B'C’ en amenant 
B' en B. un C et A’ du v 
opposé par rapport à la 
droite BC. Le point peer 
équidistant de À et A’ : . 

int C également. LA points 
B et C sont donc sur la 
médiatrice de AA’ (n° 

tte médiatrice est donc la 
droite BC, axe de symétne de 
chacun des triangles isocèles 
Fic, 7. “is et ACA. pliant la 

du e ABA'C suivant BC le 

point À’ vient en A et les deux triangles ABC" et et A'B'C' coïncident. 





Il. ÉQALITÉ DES TRIANGLES RECTANGLES 


12. Triangle rectangle et triangle isocèle. 


Tout triangle rectangle peut être, de deux 
façons différentes, considéré comme la moîtié 
d’un triangle isocèle. 


Prolongeons le côté de l'angle droit BA du trian- 
le rectangle ABC d'une longueur AD — BA (fig. 8). 

côté est la médiatrice de BD et par suite 
CB = CD (n° 10). Le triangle BCD est isocèle et la 
hauteur CA le partage en deux triangles rectangles 
égaux (n° 5). 





TROISIÈME CAS — TRIANGLES RECTANGLES 173 


(On obtiendrait de même un second triangle isocèle en prolongeant le 
côté CA d'une longueur égale à lui-même. 


Or l'angle BCA est la moitié del’ angle saillant BCD. Cet angle étant infé- 


rieur à deux droits, sa moitié est inférieure à un angle droit. 

Dans un triangle rectangle, les angles autres que l'angle droit 
sont des angles aigus. 

I] en résulte que les angles égaux d'un triangle isocèle sont des angles aigus. 


13. 1°' cas d'égalité des triangles rectangles. 


Lorsque deux triangles rectangles ont l’hypoténuse égale et un 
angle aigu égal, ils sont égaux. 


Soient ABC et A’B'C’ deux trian- 
gles rectangles tels que BC = B'C' 


et C = C' (fig. 9). Complétons_ les 
triangles isocèles BCD et B'C'D 
ainsi que précédemment. Ces deux 
triangles ont : 


BC = B'C’ = CD = CD’ 3 À su 





ÉCD == B'C'D’. Fic. 9. 


Il t d d'après le 2° cas d'égalité des tri ei | 
: grécntmnann + angle ch celle El ADO LE À BC. CPP 


14. 2° cas d'égalité des triangles rectangles. 


Lorsque deux triangles rectangles ont l’hypoténuse égale et un 
côté de l'angle droit égal, Îfs sont égaux. 


Soient ABC et A'B'C’ deux trian- C & 
gles rectangles tels que BC — B’C' ù = 
et AB — À’B” (fig. 10). La même 
construction que précédemment 
nous donne deux triangles isocèles 


BCD et B'C'D” qui ont : 
BC = B'C’ = CD = C'D’ 
BD = BD’. 
Ils _ donc égaux d'après le 


3° cas d'égalité des Se ET uelconques. Leur superposition entraîne cle 
de leurs moitiés ABC et A'B C. 





Fic. 10. 
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III. APPLICATIONS 


15. Utilisation des cas d'égalité des triangles. 


19 Les deux ot He do permettent de démontrer l'égalité . 
deux triangles ue ne faut pas oublier que l'on peut utiliser, à 
cet effet, les cas d'égalité ‘des triangles quelconques. 


2° Pour démontrer l'égalité de deux segments (ou de deux angles) il faut 
sécherches deux triangles dont ces segments (ou ces angles) soient des éléments 
et essayer de prouver l'égalité de ces triangles. 

3° Lorsau'on effectue les mêmes constructions sur deux figures 
égales, les éléinents homologues ainsi corstruits sont égaux. 


En effet. tout se passe comme si ces constructions avaient été faites simul- 
tan ment sur la figure unique obtenue en superposant ces deux figures. Ainsi : 

Lorsque deux triangles sont égaux, les médianes, les hauteurs, les bissectrices 
homologues sont égales. 


Il est d'ailleurs possible, dans chaque cas, d'en faire la démonstration en 
utilisant les cas d'égalité des triangles. 


16. BISSECTRICE D'UN ANGLE. — Pour qu’un point soit 
situé sur la bissectrice d'un angle, 11 faut et 11 suffit qu'il soit 
équidistant des côtés de cet angle. 





Fic. 11. Fic. 12. 


Soient un angle 07 et M un point situé à l'intérieur de cet angle (fg. 11). 
19 Si le point M est situé sur la bissectrice de l'angle, les deux triangles 
rectangles MAO et MBO ont l'hypoténuse MO commune et les angles aigus 


O, et O, égaux. Îls sont égaux (n° 13) et il en résulte que MA = MB. 
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2° Si le point M est tel que MA = MB les deux triangles rectangles \°40 
et MLO ont | hypoténuse AO commune et les côtés de l'angle droit NA et LT 13 


égaux. Ils sont donc égaux (n° 14) etO, = O2. NI est sur la bissectrice de xOy. 


47. Corollaire. — Pour qu’un point soit équidistent de deux 
droites concourantes il faut et il suffit qu'il soit situé sur l'une 
des deux perpendiculaires, bissectrices des angles définis par ces 
deux droites (hg. 12), 


Rappelons, en effet, que les bissectrices de deux angles adjacents et supplé- 
mentaires formr-t un angle droit et que, par suite, les bissectrices des quatre 
ne” par deux droites concourantes déterminent deux droites perpen- 

culaires. 


EXEROIOES 


11. Dans un triangle ABC, on prolonge la médiane AM d'une longueur MD = AM. 


à JR PRE RO AREA ENS EN En tee ABD per rapport 


2 Que -on dire de deux triangles qui ont dews côtés égaux chacun à chacun ainsi 
que la médiane relative au troisième ? 


12. Par le milieu O d’ do ob D'ERRRS 
PO 


1° Comparer les triangles OAC et OBD. 
2° Que peut-on dire des distances de A et de B à xy ? 


43. Soit un triangle isocèle OAB de base AB. On mène les hauteurs AA’ et BB’ qui se 
coupent en H. 


1° Comparer les triängles ABA’ et BAB’, puis les segments AA’ et BB. 
2° Montrer que le triangle BHA est rsoctle. Que représente OH pour le segment AB 2 
39 Que peut-on dire, réciproquement, d'un triangle qui a deux hauteurs égales ? 


dé acer ie do prgerem 2 Lara ] La médiatrice du cêté AC coupe 
le tr: us de la base BC au point D. On joint DA que l'on prolonge d'une longueur 


1° Montrer que le triangle DAC est isocèle. Conséquences ? 
2° Comparer les triangles ABD et CAE. 
39 Que peut-on dire du triangle CDE ? 
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15. On m prend sur les côtés d'un angie xAy deux points B et C (AB AC). La bissec- 
trice de <Ay et la médiatrice de BC se coupent en D. 

19 Comparer DB et DC puis les distances DE et D aux côtés de xAy. 

2° Comparer les triangles DBE et DCF, puis les angles BDC et ÉDF . - 

3° Montrer que BE et FC sont égaux à la derni-différence de AB et AC. 


16. Deux triangles ABC et ABC ont un côté égal BC — B'C' ainsi les haut 
AH et A’H' et les médianes AM et AM. D nn 


1° Comparer les triangles AMH et A'M'H. 
2° On superpose ces deux triangles. En déduire l'égalité des triangles ABC et AB C:. 


47. Soit un triangle isocèle ABC, dans lequel la base BC est inféricure aux côtés égaux 
AB et AC. On prolonge AB et BC de longueurs BD et CE égales à :a différence AB — BC. 


1° Montrer que BE — AC. 
2° Comparer les triangles ACE et EBD. 


3 Montrer que ADÈ = ; (AED +- BAC)... 


18. Soient deux points À et B- ‘équidistants d'une même droite On dé M et 
N les pieds des perpendiculaires menées de À et B sur xy et par O, F milieu de MN hs 


1° Comparer les triangles OAM et OBN. Conséquences ? 


tort aidons nb Montrer que O milieu de MN 


39 On PET À et B du même côté de xy. Montrer que la médiatrice de AB est la 
_ médiatrice 


49. Dans le triangle rectangle ABC, l'angle de B est le double de l'angle C, 
1° Montrer que ce triangle est la moitié d'un triangle équilatéral. 
2 Comparer le côté AB et l’hypothénuse BC. Énoncer la réciproque. 
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PARALLÈLES 


18. Définition. — Rappelons que deux droites distinctes d'un plan 
ont au plus un point commun. Dans ce cas elles sont dites concourantes. 


On appelle droites parallèles, deux droites d’un même pfan qui 
a’ont aucun point commun. 


Le théorème suivant montre qu'il existe, dans un plan, des droites n'ayant 
aucun point commun. 
D; D, 


49. Théorème.-— Lorsque deux droites 
distinctes sont perpendiculaires à une 
même troisième, elles sont parallèles. 


En effet, s1 les droites D, et D,, perpendi- 
culaires à xy. — concourantes (fig. 13), 
on pourrait, par leur int commun, mener 
deux perpendiculaires à la même droite. Cela est ” B J 
impossible et par suite D, et D: n'ont pas de 
point commun. 


On écnit en abrégé D, || D. Fic. 13. 


20. Par un point extérieur à une 
droite on peut mener une parallèle à 
cette droite. 


Soit à mener par À Îla parallèle à xy 
(fig. 14) Traçons AB perpendiculaire É 
xy, puis ÀÂC perpendrulaire à AB. AC et B y 


étant perpendiculaires à AB sont paral- 
lèles. Fic. 14. 





21. Postulat d'Euclide. — Il est impossible de démontrer que la 
parallèle amsi construite est la seule passant par le point A. Cette propriété 
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uniquement vérifiée par l'expérience, constitue un postulat, mis en évidence 
pour la première fois par Euclide (géomètre grec, II1° siècle av. j.-C.). 
Par un point extérieur à une droite, on ne peut mener qu'une 
seule parallèle à cette droite. 
22. Corollaire I. — Deux droîtes parallèles à une troisième 
sont parallèles entre elles. 


Soient D, et D:, deux parallèles à la 
droite D; (Rg. 15). Si D; et D: étaient 
concourantes, on pourrait par leur 
0 point commun mener deux parallèles à . 

Fo Ds, ce qui est impossible. 


23. Corollaire II.— Lorsque deux droites sont parallèles toute 
droite qui coupe l’une, coupe l’autre. 


Soient D, et D: deux parallèles et 
0: ! D une droite qui coupe D, en I 
(fig. 16). D, étant la seule parallèle à D, 
passant par Ï, la droite D n'est pas 
parallèle à D:, et par suite elle coupe 
D on D.. 
a 
Fic. 16. 


24. Corollaire III. — Lorsque deux 
droites sont parallèles, toute droite per- 
pendiculaire à l’une est perpendiculaire à 
l’autre. 


Soient D, et D: deux parallèles et D une 

ndiculaire en À à D, (kg. 17). La droite 
coupe donc D: en un point B. La per- 
ndiculaire en B à la droite D est parallèle à 
1 et par suite elle est confondue avec D:. Fic. 17. 


25. Définitions. — 1° Direction d'une droite. — On exprime 
que plusieurs droites sont parallèles en disant qu'elles ont même direction. 

2° Segments, demi-droites parallèles. — Deux segments ou 
deux demi-droites sont parallèles lorsque les droites illimitées qui les con- 
tiennent sont parallèles. 

3° Notion de bande. — On appelle bande la portion de plan comprise 


entre deux parallèles. Les deux èles D, et D, sont appelées les bords de 
ln bande (Di, Ds). . 
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26. Angles formés par deux droites et une sécante. 


Lorsqu'on coupe deux droites D, et D: par une sécante AB on forme huit 
angles (fig. 18) On appelle : 


1° Angles alternes-internes : 
deux angles non adjacents, situés de 
part et d'autre de la sécante et 
entre les deux droites : As et B; sont 
alternes-internes. 


Angles correspondants : 
dx sons de non adjacents situés 
d'un même côté de la sécante, l'un 
entre les deux droites, l'autre à 
l'extérieur : À, et B, sont correspondants. Fic. 18. 


3° a intérieurs d'un même côté : deux angles situés entre 
les deux droites, d'un même côté de la sécante. A4 et B; sont intérieurs 
d'un même côté. 





27. Propriétés angulaires caractéristiques des parallèles. 


Pour que deux droites soient parallèles il faut et il suffit qu’elles 
forment avec une sécante : 


19 Soit deux angles alternes-internes égaux ; 
20 Soit deux angles correspondants égaux ; 
3° Soit deux angles intérieurs d’un même côté supplémentaires. 


1° Soient CD et EF deux droites on par la sécante AB (fig. 19). 
Par le milieu O de AB, menons la perpendiculaire MN à CD : 





Fic. 19. 


a) Si nous supposons CD et EF parallèles, MN est aussi perpendiculaire 
à EF (n° 25). Les deux triangles rectangles O. OAM et O0 OBN ont l'hypoténuse 


égale OA = OB et un angle aigu égal (AOM — BON comme opposés par 
ALcisae, Anrrauérique er Gfoutfrairr, # Lycées. 8 
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le sommet). Ils sc::t donc égaux (n° 13) et nous avons OAC — OBF. Par 


suite OAD = GBE comme suppléments des précédents : deux angles alternes 
internes sont égaux. 


b) Si nous supposons égaux deux angles alternes internes, les deux triangles 
OAM et OBN ont OA = OB. AOM = BON et OAM = OBN. Ils sont 


donc égaux (1° cas) et ONB — OMR = 12. Les deux droites CD et EF sont 
parallèles comme étant perpendiculaires à MN. 


2° Reportons-nous à la figure 20. Les angles À, et Às sont égaux comme 
opposés par le sommet. Pour que les angles alternes internes À, et B 1 Soient 
égaux, 1l faut et 1l suffit que les angles correspondants À 10t B, le soient. 


39 Les angles À et A4 sont supplémentaires. Pour que les angles alternes 
internes À, 0 et B 1 soient égaux, il faut et 11 suffit que les angles intérieurs d'un 
même côté À, et B 1 soient supplémentaires. 


20. Démontrer que pour que deux droites soiént concourantes, il sufht : 

1° Que l'une soit perpendiculaire et l'autre oblique par rapport à une troisième. 

2° Qu'elles soient perpendiculaires aux côtés d'un angle saillant. 

30 Qu'elles forment avec une sécante des angles intérieurs d'un même côté non supplé- 
mentaires. 


21. Étant données deux parallèles coupées par une sécante, montrer que : 
1° Les bissectrices de deux angles alternes internes ou correspondants sont parallèles. 


2° Les bissectrices de deux angles intérieurs d'un même côté sont perpendiculaires. 
Énoncer les réciproques de ces propriétés. 


22. Sur les côtés d'un angle de sommet O on porte deux longueurs égales OA = OB. 
Puis exténeurement à cet a le on construit deux angles égaux OAx et OBy et on porte sur 
Ar et By deux longueurs égales AC = BD. 

1° Comparer les triangles OAC et OBD. 

2° Montrer que les angles AOË et COD ont même bissectrice. 

3 Comparer les directions de AB et CD. 
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23. On considère deux angles adjacents supplémentaires AOË et BOC et leurs bauec- 
trices Ox et Oy. Par le point B on mène la parallèle à AC qui cupe Ox en M et Oy es N 


1° Comparer MB et OB : puis NB et OB. 
2° Que représente le point B pour le segment MN 2 


24. Par le point de rencontre I des bissectrices intérieures des angles B et C du triangle 
ABC, on mène la parallèle à BC, qui coupe AB en D et AC en 


1° Comparer DB et DI puis EC et El. 
2° Montrer que DE = BD + CE. 


25. Soit un she e HEséinhis dus ls péssendisidlisé ai À à AC dés poète dés 
«egments CD et CE égaux à BC 


1° Comparer les directions de AB et DE. 
2° Que représentent BD et BE pour l'angle B ? 


26. Soit un triangie ABC. Qn mène les bissectrices intérieures des angles B et € 
coupent en D et E la parallèle menée par À à BC. ga 


1° Comparer AD et AB puis de même AE et AC. 
2° Montrer que DE = AB + AC. 
3° Reprendre le problème avec les bissectrices extérieures des ue B et C. 


27. Soit un triangle ABC. On mène par le milieu D de BC la perpendiculaire à la bissec- 
trice intérieure de l'angle A. Cette À muse coupe AB en dE et AC en F. EF coupe 
la parallèle menée par B à AC en G 


j° Montrer que les triangles AEF et BEG sont isocûles. 
2° Comparer les triangles DBG et DCF. 
3° Démoatrer l'égalité des segments BE et CF. 
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!. ANGLES A COTÉS PARALLÈLES 
OU PERPENDICULAIRES 


28. Définition. — Deux demi-droites ou deux segments paral- 
lèles AM et BN sont de même sens s ils sont situés d'un même côté de la 
droite AB. Ils sont de sens contraires s ils sont situés de part et d'autre de la 


droite AB. 


29. Théorème. — {° Lorsque deux angles ont leurs côtés paral- 
Jèles et de même sens, ils sont égaux ; 


2 Lorsque deux angles ont leurs côtés parallèles et de sens 
contraires, ils sont égaux ; 


3° Lorsque deux angies ont deux côtés parallèles et de même 
sens ot les deux autres parallèles et de sens contraires, ils sont 
supplémentaires. 


Par le point B, menons les paral- 
J dé lèles u'u et v'v aux côtés de as à 


xAy (fig. 21). Les demi-droites Ax 
et Bu ou leurs prolongements se 
coupent en C. 


1° Les angles xAy et «Bo à côtés 
parallèles et de même sens sont sépa- 


rément égaux à xCv comme corres- 
pondants. Îls sont donc égaux. 


F 2° Les angles xAy et u’Bv’ à côtés 
v : parallèles et de sens contraires sont 


? e / / ’ 
Fic. 21. aussi égaux car u Bu’ et uBu sont 
égaux comme opposés par le sommet. 


3° Les angles xAy et «’Bv ont deux côtés parallèles et de même sens et 
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deux côtés parallèles et de sens contraires. Îls sont supplémentaires, car 
u'Bv étant le supplément de uBv est aussi celui de xAy. 


30. Théorème. — Lorsque deux angles ont leurs côtés respec- 
tivement perpendiculaires, ils sont égaux ou supplémentaires. 


IIs sont égaux s’ils sont tous deux aigus ou tous deux obtus. 
[ls sont supplémentaires si l’un est aïgu et l'autre obtus. 


Soient xAy et uBo deux an- 
gles à côtés respectivement 
ÉgL avngr tuer (fig. 22). Par 


point À menons les perpen- 


diculaires_à à Ax et à Ay. Les 


angles xAy et x'Ay’ ont le 
même complément yAx” : ils 
sont donc égaux. D'autre part 
Ax’ et Bu rpendiculaires à 
we sont parallèles » même A æ 6 
et Du rpendiculaires à 
À sont par se 1 lèles. Les angles Fic. 22. 
x'Ay et uBo so sont donc égaux ou supplémentaires et, par suite, il en est 


de même de xAy et de uBv. 


La deuxième partie du théorème résulte du fait que deux angles aigus 
(ou obtus) ne peuvent être qu ‘égaux tandis qu'un angle aigu et un angle 
obtus ne peuvent être que supplémentaires. 





I. SOMME DES ANGLES D'UN TRIANGLE 


31. Théorème. — La somme des angles intérieurs d’un 
/ À triangle est égale à deux droits. 


Soit un triangle ABC (fig. 23). 
Prolongeons jusqu'en D et me- 
nons CE parallèle à BA et de même 
sens que BA. L'angle intérieur A 


et l'angle ACÈ sont égaux comme 
alternes-internes. L'angle intérieur 


B C D B et l'angle sont égaux comme 
Fic. 33. correspondants. La somme des trois 
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angles du triangle ABC est donc égale à la somme des trois angles formés en 


soit à deux droits. 
+5+C-»| 


32. Corollaire. — Un angle extérieur d’un triangle est égal 
à la somme des deux angles intérieurs non adjacents à cet angle. 
Il résulte de ce qui précède que ACD = ACE + ECD — À + B. 
L'angle extérieur C est donc égal à la somme des angles intérieurs A et B. 


33. Applications. 

1° Les angles aigus d’un triangle rectangle sont complémen- 
taires. En particulier (fig. 24) : 

Les angles aigus d'un triangle rectangle isocèle valent chacun 459. 


(ES 25) angles d’un triangle équilatéral valent chacun 60° 


A: 
(A 
ŒU 





Fic. 24. Fic. 25. 


4 Lorsque deux triangles ont deux angles respectivement 
égaux, ils ont leurs trois angles égaux. 

En effet le troisième angle de chaque triangle est le supplément de la somme 
des deux premiers. 


40 Un triangle ne peut avoïr plus d’un angle droit ou d’un angle 
obtus, sinon la somme des angles dépasserait deux droits. 


111. SOMME DES ANGLES D'UN POLYGONE CONVEXE 


34. Théorème. — La somme des angles intérieurs d’un polygone 
convexe est égale à autant d’angies plats que ce polygone a de côtés 
moins deux. 
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Soit un polygone og ABCDEF (fig. 26) et de par n le nombre 


de ses côtés menant les diagonales issues de À, nous décomposons le 
polygone en autant de triangles qu'il a de 
côtés autres que AB et AF, soit donc en 
(n — 2) triangles. La somme S des angles du 
polygone est égale à celle des angles de tous 
ces triangles et par suite à (n — 2) angles 
plats. 


S = 2D x (n— 2) = 2nP — 4D 





Fic. 26. 


35. La somme des angles intérieurs d’un quadrilatère convexe 
est égale à quatre droïts. On le voit en faisant n — 4 ou, directement, 
en décomposant en deux triangles. 


36. Corollaire. — La somme des 
angles extérieurs de tout polygone 
convexe est égale à quatre droits. 


La somme de l'angle intérieur et de 
l'angle extérieur relatifs à chacun des 
n sommets est 22. La somme er angles, 
tant intérieurs qu'extérieurs, donc 
égale à 2n°. Cette somme surpasse à 
4 la somme des seuls angles ere 
C égale à 2nP — 4). La somme des angles 
PETE est donc, dans tous les cas, 
Fic. 27 e égal eà 





EXEROIOES 


28. Soient deux triangles ABC et ABC’ ayant leurs côtés respectivement llèles. 

Qt En ES AC en Det E. —. 

en les angles des triangles ABC et ADE, puis cœux des triangles ADE et 
£Æ Enboncer là propnèté qu'en résulte pour deux trangiës qui ont leurs côtés parallèles. 
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29. Soient deux demi-droites Ax et By situées d'un même côté de la droite AB ct 


Caine. un 
Ax’ et By’ les demi-droites opposées. On suppose BAr + ABy < 2D. 
1° Montrer que les droites x’x et y'y sont concourantes et que les demi-droites Ax’ e: 
By’ n'ont pas de point commun. 
2° En déduire que Ax et By se coupent en un point C et énoncer la condition pour que 
deux demi-droites aient un point commun. 


a alain e ABC. On désigne par À, B et C les valeurs respectives des angles du 
tnangie. 

1° Évaluer en fonction de B et € l'angle de la hauteur AA’ et de la bissectrice intérieure 

2 Évaluer en fonction de À, l'angle BIC des bissectrices intérieures des angles B et C. 

3° Évaluer en fonction de À, l'angle BHC des hauteurs issues de B et C. 

Application numérique : B = 57°, C = 75. 

31. Soit un triangle ABC dans lequel AC > AB. On mène la bissectrice de l'angle À 
qui coupe BC en D puis la perpendiculaire BE à AD. Évaluer en fonction des angles B 
et C du triangle :__" 

1° Les angles ADB et ADC. 

2 Les angles ABE et ÉBD. 

Application numérique -B — 68°, C = 54. 

32. Dans un triangle ABC la bissectrice de l'angle B coupe en I la hauteur issue de A et 
en D'perpendiculaee en À à AB | ° 

1° Évaluer en fonction de B du triangle les angles IAB, AID et ADI. 

2° Comparer les segments AÏ et AD. 

33. Montrer que si l'un des angles aigus d'un triangle rectangle est à 30°, le côté 
nel perd pag er mp cr EE 7 rt ani dose dt 

Énoncer et démontrer La réciproque. 

84. On considère un cercle O et un diamètre xy de ce cerde. D'un point M de ce cercle 


nn, 
tel que yOM < 45°, on mène MH perpendiculaire à xy et on construit Le point À de 
ei que HAN OH Le draite AM rennes locarele en LL Les 


lo Montrer que les triangles MOA et OMB sont isocèles. 
2e Calculer OBM et BOx en fonction de OAB. 


35. Soit un triangle ABC rectangle en A. On prol CB d'une 1! BD = BA 
et sur la sh cm 276 en C à BC, on porte 2 0 € À DO UE == CA. 


1e Calculer en fonction de B les angles BAD, ÂCE et CAE. | 
2° Évaluer l'angle DAE et montrer que D, A et E sont alignés. 
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86. Soit un triangle rectang'e isocèle ABC. Par le sommet A de l'angle droit, on mène, 


extérieurement au triangle, une droite xy, puis les perpendiculaires B et CN à xy, ainsi 
que la hauteur AH du triangle ABC. 


1° Montrer que HA = HB = HC. 

2° Comparer les triangles AMB et CNA. Que représente MN pour BM et CN ? 
3° Comparer les triangles HBM et HAN et montrer que le triangle MHN est rectangle 
isocèle. 


37. On mène la hauteur AH issue du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle 
ABC. ne les bissectrices intérieures des angles BAH et CAH qui coupent l'hypoténuse 


1° Évaluer la valeur de l'angle DAË. 
2° Montrer que les triangles BAE et CAD sont isocèles. 
3° Comparer DE à la longueur AB + AC — BC. 


38. Soit un triangle ABC. On prolonge BC de deux longueurs BD = BA et CE = CA. 

19 Que représente DE Las le triangle ABC ? 

2 Calculer les angles D et E du triangle ADE en fonction des angles B «+ C. 

3° Comparer deux triangles ayant leurs angles respectivement égaux et même périmètre. 

. Dans un triangle ABC l'angle aigu B est le double de l'angle C. La médiatrice de 

AC coupe BC en D. 

1° Montrer que AD partage ABC en deux triangles isocèles. 

2° Comparer l'angle extérieur A à l'angle C dans le triangle ABC. 
Fr -vabashuane tin ue Eh É ED La médiatrice de BC coupe 

en 
1° Montrer que BD partage ABC en deux triangles isocèles. 
2° Comparer l'angle extérieur A à l'angle C dans le triangle ABC. 


| CINQUIÈME LEÇON | 


PARALLÉLOGRAMME 


37. Définition. — Le parallélogramme est un quadrilatère dont 
les côtés sont parallèles deux à deux. 


On obtient un pre Hate en 


coupant deux parallèles 
tes parallèles entre elles a es 28) 


Le quadnilatère ABCD obtenu est 
convexe, car il est tout entier situé d'un 
même côté de l'une des quatre droites 
précédentes. 





Fi. 28. 


PROPRIÉTÉS DES ANGLES 


38. Théorème. — Dans tout parallélogramme : 


19 Deux angles consécutifs sont supplémentaires ; 
2° Doux angles opposés sont égaux. 


.. Dans le parallélogramme ABCD (fig. 28) les deux angles consécutifs A et 
nt la position d'intérieurs Fit même côté de la nr shoes AB pour E 

pulls AD AD et BC. Ils _ mr supplémentaires 
Les deux angles opposés À et C ont rs côtés Darallèles et de sens con- 


traires. Ils sont donc égaux (n° 29). 


39. Théorème. — Lorsqu'un quadrilatère convexe a ses angles 
opposés égaux deux à deux, c’est un parallélogramme. 


Si dans le _quadrilatère ABOCD (fig. 28) nous avons A=CetB —=Dla 
somme À + B vaut la moitié de la somme des quatre angles. Cette somme étant 


égale à 4? (n° 35) nous avons : À + B = 2r. Les angles À et B occupant la 
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sition d'intérieurs d'un même côté de la sécante AB pour les droites AD et 
BC. ces droites sont donc parallèles (n° 27). 


On démontrerait de même que A+D=2et que AB et CD sont paral- 
lèles. Le quadrilatère ABCD est donc un parallélogramme. 


PROPRIÉTÉS DES CÔTÉS 


40. Théorème. — Dans tout parallélogramme les côtés oppo- 
sés sont égaux deux à deux. A B 


Soit un parallélogramme ABCD (fig. 29). 
Menons la diagonale AC et comparons 
les triangles C et _CDA. Is ont le 


côté AC en commun, A, = C 1 comme 
alternes-internes et de même 6: —= Aa. 
Ils sont donc égaux (1€ cas) et par suite : D 
on a 7 Fic. 29. 
41. Réci e I. — Lorsqu'un quadrilatère convexe a deux 


côtés à Ia fois égaux et parallèles, c’est un paraïllélogramme. 


Supposons que le quadrilatère ABCD (fig. 29) ait les côtés AB et CD 
égaux et parallèles. Les deux triangles ABC et CDA ont le côté AC commun, 


AB = CD (par hypothèse) et A1 — C1 comme alternes-internes. Ils sont 


donc égaux (2° cas). Les angles alternes-internes A: et C t ite 
Fee côtés AD et BC sont parallèles (n° 27). Le Ph jt Pc ape ou à 
élogramme. 


Cette réciproque permet de construire facilement un parallélogramme sur 
du papier réglé ou quadrillé. 


42. Réciproque II. —— Lorsqu'un quadrilatère convexe = ses 
côtés opposés égaux deux à deux, c’est un parallélogramme. 


Supposons que le quadnilatère ABCD (fig. 29) ait AB — CD et AD = BC. 
Les A ti je C et CDA ont deux À Pt et le troisième AC commun. 


Ils sont donc égaux (3° cas). Les angles alternes-internes A, et É, sont par suite 


égaux et AB et CD sont parallèles. De même C; — À L te AD et BC 
sont parallèles. Le quadrilatère est Frs parall élogramme : si basés 
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PROPRIÉTÉ DES DIAGONALES 


&43. Théorème. — Dans tout parallélogramme les diagonales 
se coupent en leur milieu. 


Soit O le point de rencontre des diagonales du parallélogramme 
ABCD (fig. 30). AB étant parallèle 
et égal à CD, les triangles OAB et 


OCD ont AB = CD, À = C comme 


alternes-internes et de même B = D. 
Ils sont donc égaux et par suite 


OA = OC et OB = OD. Le point O 


est le milieu de chacune des diagonales. 





44. Réciproque. — Lorsque les diagonales d’un quadrilatère se 
coupent en leur milieu, ce quadrilatère est un parallélogramme. 


Supposons que le quadrilatère ABCD (fig. 30) ait été obtenu en portant sur 
deux droites se coupant en O, des segments OA — sur la première et 


OB = OD sur la seconde. Les angles AOB et COD étant égaux comme oppo- 
sés par le sommet, les deux triangles OAB et OCD sont égaux (2° cas). PA 


angles alternes-internes OAB et OCD sont donc égaux et par suite les côtés 
AË et CD sont à la fois égaux et parallèles. Le quadrilatère ABCD est donc un 
parallélogramme (n° 41). 


45. Centre d'un parallélogramme. — Il résulte du théorème 
précédent que le À ner concours des diagonales est un centre de symétrie du 
parallélogramme. Ce point est appelé le centre du parallélogramme. 


APPLICATIONS 


46. Reconnaître un parallélogramme. — L'étude précédente 
montre qu'un quadrilatère convexe est un parallélogramme s'il possède l'une 
quelconque des propriétés caractéristiques suivantes : 

1° Ses côtés opposés sont parallèles deux à deux. 

2° Ses angles opposés sont égaux deux à deux. 

30 Deux de ses côtés sont à la fois égaux et parallèles. 

4° Ses côtés opposés sont égaux deux à deux. 

5° Ses diagonales se coupent en leur milieu. 
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&7. Généralisation. — Les portions de parallèles comprises 
entre deux parallèles sont égales. 


Les segments parallèles AA’, BB’ et CC’ compris entre les parallèles D 
: : L We 31) sont égaux comme côtés opposés des parallélogrammes tels que 


A  B C D A D 
AT BC: D’ LE 


Fic. 31. Fic. 32. 


48. Distance de deux parallèles. — En particulier si les segments 
égaux sont perpendiculaires aux deux parallèles D et D’ (fig. 32), on voit que 
tous les points de l’une sont à la même distance de l'autre. D'où la définition : 


On appelle distance de deux parallèles la longueur du segment 
qu’elles découpent sur une perpendiculaire commune quelconque. 


x … distance est la largeur de la bande (D, D”) définie par les parallèles 
et 


EXEROIOES 


41. Soit un parallélogramme ABCD. Par le sommet À on mène la parallèle à la diago- 
nale BD qui coupe en E et en F les prolongements de CB et CD. 


1° Comparer les côtés et les angles du triangle CEF à ceux du triangle ABD. 
2° Que représentent À, B et D pour les segments EF, EC et FC ? 


42. On mène deux ents AB et CD parallèles, égaux et de même sens puis, de même, 
deux autres segments AË et CF parallèles, égaux et de même sens. 


1° Comparer les segments BD et EF en grandeur et en direction. 

2° Comparer de même les segments BE et DF. 

43. On mène deux AB et CD parallèles, égaux et de sens contraires, puis les 
segments AE et CF par eng some A misgp À neÿ sé 
1° Montrer que les segments BD et EF ont même milieu. 

2° Comparer les segments BE et DF en grandeur et en drrectien. 
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#8. Soient M et N les milieux des côtés AD et BC du parallélogramme ABCD d: 
centre UV. 

1° Montrer que MN est parallèle et égal à AB et CD. 

2° Montrer que le centre O du parallélogramme est le milieu de MN. 

3° Que peut-on dire des distances de MN aux côtés AB et DC 2 


456. Dans un triangle ABC on mène par un point E de AC les parallèles à AB et BC qu: 
coupent BC en D et AB en F. On suppose que F. 

1° Quelle est La nature du triangle AED ? 

2° Que représente AD pour le triangle ABC ? En déduire la construction du point E. 


46. Soit 1 ABC. Les hauteurs : de B et C se coupent en H. On mène | 
are en à AB et en CA AC: cles: D. © 


: elles se coupent en 
1° Quelle est la nature du quadrilatère BHCD ? 
2 Que représente pour HD le milieu M de BC ? 


47. D'un point D de la base BC d'un triangle ABC on mène les parallèles aux côtés AB 
et AC. Fi ste ntm Jen lente !T CE "pesant ver hr 


1° Comparer les triangles ABC et DEF. 
2° Comparer les segments CE et BF en grandeur et en direchon. 
3 La figure obtenue admet-elle un centre de symétrie ? 


g vodehar ph md cu. usage on mène les parallèles aux 
D 48 PAC Elles coupent ces côtés en N et P 
jo Comparer la somme MN + MP au côté AB. 
ous peut-on dire du périmètre du quadrilatère APMN lorsque M décnit le segment 
3 Si M est sur le prolongement de BC, que représente AB pour MN et MP 


40. Soit un triangle 1socèle ABC. D'un pomt M de la base on mène les perpendiculaires 
MH et MK aux côtés AB et AC. MK rencontre en Î la parallèle à AC menée par B. 
1° se oh sc Nip Conséquences ? 
2 Montrer somme MH + MK est indépendante du M. Comparer sa 
Rte mg obus À y matin à ins 
3 Comment modifier Le 2° si le point M est sur le prolongement de BC. 


Par t M intérieur à l téral ABC, on mène | èles DE à 
BC FGS CAPI AE un triangle équila on e les parallèles 


De Cssssnes Le msn Étienne le ti dl Et 
2° Comparer la somme DE + FG + HI à l'un des côtés du triangle. 


3° Comparer la somme des distances du point M aux trois côtés du triangle à la hauteur 
de ce tnangle. 


| SIXIÈME LEÇON | 


1. RECTANGLE 


49. Définition. — Un rectangle est un paraïllélogramme qui 
a un angle droit. I]len résulte (n° 38) que : 


Les quatre angles d’un rectangle sont droits. 


D. C D C 


T7 
ANR 


A B A B 
Fic. 33. Fic. 34. 


Réciproquement : Un quadrilatère qui a ses angles droîts est un 
rectangle, car deux côtés opposés sont alors respectivement perpendiculaires 
aux deux autres et par suite parallèles. 

Comme dans tout parallélogramme les côtés opposés d'un rectangle sont égaux 
et les diagonales se coupent en leur milieu. 


50. Théorème. — Les diagonales d'un rectangle sont égales. 


Les deux triangles ABC et BAD (fig. 34) ont ABC = BAD = 1P, le côté 
AB commun et BC = AD comme côtés opposés du rectangle. Ils sont égaux 
(2€ cas) et par suite AC = BD. 


51. Réciproque. — Lorsqu’un paraïlélogramme a des diago- 
nales égales, c'est un rectangie. 


Les deux triangles ABC et BAD (fig. 34) ont alors AB en commun, BC = AD 
et AC = BD par hypothèse. Ils sont égaux (3° cas). Les angles A et B du 
parallélogramme sont donc égaux. Comme ils sont supplémentaires, chacun 
d'eux vaut un droit. | 
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52. Cercle circonscrit, axes de symétrie du rectangle. 


Les diagonales d'un rectangle étant égales, le milieu O de ces diago- 
nales est équidistant des quatre sommets (fig. 35), et par suite il est le 
centre d'un cercle passant par les quatre sommets : c'est le cercle circonscrit 
au rectangle. 





19 
Fic. 35. Fic. 36. 


Les quatre triangles tels que AOD sont isocèles (fig. 36). La droite x’x 


bissectrice de AOD et BOC est donc médiatrice de AD et BC. De même y'y 
est médiatrice de AB et CD. Il en résulte que x’x et y'y sont deux axes de symé- 
trie du rectangle. 


Il. PROPRIÉTÉ CARACTÉRISTIQUE 
DU TRIANGQGLE RECTANGLE, 


53. Théorème. — Dans tout triangle rectangie Ia médiane 
C ; A" issue du sommet de l’angle droit est égale à !a 
moitié de l’hypoténuse. 





Soit un triangle ABC rectangle en À (fig. 37). 
Prolongeons la médiane AM d'une longueur égale 
MA’. Le quadrilatère ABA'C est un parallélogramme 
car ses diagonales ont même milieu (n° 44) et un 
rectangle puisque BAC = 12. La demi-diagonale 
AM est donc la moitié de BC. 





À  Fic. 37. DB 
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54. Réciproque. — Lorsqu'une médiane d’un triangle est égale 
à la moitié du côté correspondant, ce triangle est rectangle. 


La construction précédente donne un parallélogramme qui a des diagonales 
égales, c'est-à-dire un rectangle (n° 51). 


55. Cercle circonscrit au triangle rectangle. — Il en résulte 
que : 

Le cercle ayant pour diamètre 
l’hypoténuse d’un triangle rec- 
tangle passe par le sommet de 
l’angle droit (fig. 38). 


Et réciproquement : 

Lorsqu'on joint un point d’un 
cercle aux extrémités d’un dia- 
mètre, on obtient un angle droit. Fic. 38. 





111. LOSANGE. 


56. Définition. — Un losange est un parallélogramme qui a 
deux côtés consécutifs égaux. Les côtés opposés d'un parallélogramme 
étant égaux deux à deux, 1l en résulte que : 


Les quatre côtés d’un lesange 
sont égaux. 


Réciproquement : Un quadrilatère 
qui a ses quatre côtés égaux est 
un losange. Car ses côtés opposés étant 
égaux, c'est un parallélogramme (n° 42) 
qui a deux côtés consécutifs égaux. 

Comme dans tout paralkelogramme 


les angles opposés d'un losange sont égaux 
et les diagonales se coupent en leur milieu. 
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57. Théorème. — Les diagonales d’un losange sont perpendi- 
Culaires et rs des angles du losange. 


Soit un losange ABCD de centre 

O (fig. 40). Dans le triangle isocèle 
TS DAB, la médiane AO est en même 
temps hauteur et bissectrice de l'angle 

ST À. Donc AC est perpendiculaire à BD 
et bissectrice des angles À et C du 


losange. 
A 40. 


58. Réciproque I. — Lorsqu'un parallélogramme a des diago- 
nales perpendiculaires c’est un losange. 


Les diagonales du parallélogramme ABCD se coupant en leur milieu. 
sont alors lune de l’autre. À est équidistant de B et D (n° 10) 
et par suite AB — 


59. Réci iproque II. — Lorsqu'une 
diagonale d'un parallélogramme est bis- C 
sectrice de l’un de ses angles, ce parallé- 
logramme est un losange. 


Si dans le parallélogramme A BCD 
(fig. 41), la diagonale AC est bissectrice de 


l'angle À, nous avons l'angle À, = As. Or L? 
As est égal à C3. comme alterne-inteme et A7” 


par suite À, = C:. Le triengle ABC ayant 
deux angles Les est isocèle et AB — BC. Fic. 41. 


60. Axes de symétrie du losange. — Les diagonales d'un losange 
sont des axes de symétrie du losange. En ef.ct les diagonales du losange AB BCD 
(fig. 40) sont médiatrices l’une de l'autre. En pliant le losange suivant la dia- 
gonale BD par exemple, les deux parties ABD et CBD coincident. 


IV. CARRÉ 


61. Définition. — Le carré est un rectangle qui a deux côtés 
consécutifs égaux (ou un losange qui a un angle droit). 


Le carré possède donc toutes les propriétés du rectangle et du losange : 
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62. Dans un carré, les quatre côtés sont égaux, les quatre 
angles sont droits et les dia- 
nales sont égales, perpendi- 
culaires et bissectrices des 
angles du carré. 


L'angle formé par un côté 
et une diagonale est donc égal 
à 459, et le centre du carré est 
le centre d'un cercle crconserit au 


carré (fig. 42). 


Le carré quatre axes de 
symétrie : les médiatrices des 
côtés opposés, comme dans un 
rectangle et les diagonales, comme 
dans un losange. 





581. Deux cercles in de centres O et O’ passent par deux points À et B. On mène 
les diamètres AOC et OD. sé | ” | 


1° Évaluer les angles ABC et ABD. 

2° Comment sont disposés les points B, C et D ? 

582. Soit un triangle ABC. On mène la hauteur AH et on joint les milieux M et N des 
côtés AB et AC. 

1° Comparer les triangles AMN et HMN et montrer que MN est médiatrice de AH. 
2° On mène les hauteurs MI et NJ des triangles MBH et NCH. Quelle est La nature 
du quadrilatère MNJI ? | n 
3° Comparer MN et BC en grandeur et en direction. 


53. Deux droites parallèles x’x et y’y sont cou n AetB sécante. Les bissec- 
trices des angles intérieurs Pages pe poodanti er L'd 3 


1° Quelle est la nature du quadrilatère AMBN ? Comparer AB et MN. 

2 Montrer que MN est parallèle à x’x et y'y et équidistant de ces 2 droites. 

54. On mène les bissectrices intérieures des angles À et B d’ allélogramme ABCD 
tel que AB < AD. Ces bissectrices coupent BC et AD en EetFetse coupent en M. 

1° Quelle est La nature du quadrilatère ABEF > Comparer EC à la différence AD — AB. 
RER Comparer les triangles EMF et 


3° Comparer MN, en grandeur et en direction, aux côtés du parallélogramme. 
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565. Avec un même rayon on trace des arcs de cercles de centres À et B se coupant en Î, 
Puis on trace le cercle de centre Î passant par A et B, et les diamètres AE et BF de 
ce cercle. AF et BE coupent respectivement en D et C les deux premiers arcs. 


1° Montrer que les angles ABE et BAF sont droits. 

2° Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? 

3° Commen faut-il choisir le rayon initial pour obtenir un carré ? 

56. Soit un cercle de diamètre BC et un point A de ce cercle. On désigne par I et J les 
intersections du demi-cercle BAC avec les médiatrices de AC et AB. 

1° Comparer les directions de ces médiatrices et des côtés de l'angle A. 

2° Que représentent BI et CJ pour le triangle ABC ? 

30 [’et J’ étant diamétralement opposés à I et J, que représentent de même B[' et C]J’ 


57. Soit un triangle ABC rectangle en À. On mène la médiane AM et la hauteur AH 
(on supposera H entre B et M). 


1° Comparer les angles BAH et ACB à l'angle ABC. Conséquence ù 
2° Comparer ensuite BAH et CAM et montrer que BAC et HAM ont même bissectrice. 


+ Un triangle ABC a ses sommets sur le cercle de diamètre BC. Soit D l'intersection 
dd demi-cerde qui ne contient pas À avec la médiztnice de BC. On mène DE et DF perpen- 
diculaires à AB et AC. 


19 Comparer les segments DB et DC et les angles BDE et CDF. 
2° Comparer les triangles BDE et CDF. Conséquence pour DE et DF ? 
. dr est la nature du quadrilatère AEDF ? Montrer que AD est bissectrice de 
angle B 
hs Dans un le ABC rectangle en À, la médiatrice de BC coupe AC en D. Soit E 
le point soi D par rapport à A. 
1° Comparer les angles E et C du triangle EBC. 
2° La médiane AM du triangle ABC coupe BE en F. Comparer EF et EA. 
39 Comparer les segments BF et AC. 


SEPTIÈME LEÇON 


I. TRAPÈZE 


63. Définition. — Un trapèze est un quadrilatère convexe qui 
a deux côtés parallèles. 


Ces deux côtés sont les bases, et les 

deux autres les côtés obliques. Si le tra- 0 C 
ze n'est pas un parallélogramme les 

ris sont inégales et les côtés obliques 

ne sont pas parallèles (fig. 43). Il résulte 

de la définition que : 


Deux angles adjacents à un même côté 
oblique sont supplémentaires (n° 27); cette À B 
condition est sufhsante pour qu'un qua- Fic. 43. 
drilatère convexe soit un trapèze. 


64. Trapèzes particuliers. 


Un trapèze rectangle a un côté perpendiculaire aux bases. 
Il a donc deux angles droits (fig. 44). 


D C_ D C 
À B A É B 
Fic. 44 Fic. 45. 


Un trapèze isocèle a des côtés non parallèles égaux (fig. 45). 


65. Théorème. — Pour qu’un trapèze soit isocèle, il faut et 
il suffit que les angles adjacents à une même base soient égaux. 
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Dans le trapèze ABCD (fig. 45) terminons le parallélogramme BCDE. 


Nous avons BC — ED et ABC — AED comme correspondants. 
1° L'égalité des côtés AD et BC entraîne celle de AD et ED. Le triangle 


DAE est isocèle et par suite BAD = AED — ABC. Les angles À et B du 
trapèze sont donc égaux. Il en est de même de leur suppléments C et D. 

20 L'égalité des angles A et B (ou C et D) du trapèze entraîne celle de DAË 
et DEA. Le triangle DAE est donc isocèle. Le côté AD est égal à ED et par 


suite à BC. 
66. Axe de symétrie ; cercle circonscrit au trapèze isocèle. 


Prolongeons les côtés non parallèles du trapèze ABCD jusqu'en M (fig. 46). 
Les triangles MAB et MCD ont des angles à la base égaux : ils sont isocèles. 
La bissectrice de l'angle M est médiatrice de AB et de CD et par suite axe 
de symétrie du trapèze isocèle. 
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Fic. 46. Fic. 47. 

La médiatrice du côté oblique BC occupe cet axe e int O (fi. 47). 

I! résulte du n° 10 que OA à OB, OB 2 06 à OC = OD, Le red 

est donc équidistant des quatre sommets. _ 
C’est donc le centre d’un cercle circonscrit au trapèze isosèle. 


Il. PARALLÈLES ÉQUIDISTANTES 


67. Théorème. — Lorsque des parallèles déterminent des seg- 
ments égaux sur une première sécante, elles déterminent des 
segments correspondants égaux sur toute autre sécante. 
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Soient deux segments égaux AB et CD déterminés par des parallèles sur le 
sécante À (fig. 48). Pour comparer les segments correspondants AB’ et C'D’ 
déterminés sur À”, remplaçons-les 
par les segments parallèles AE 
et CF. Nous avons AE = AB’ 
et CF = C'D’ comme côtés 
opposés de parallélogrammes. Les 
deux triangles ABE et CDF ont 
AB = CD, les angles À et C 
égaux comme correspondants et 
de même B = D. Ils sont donc 
égaux (1° cas) AE et CF 
sont par suite égaux, et par 
conséquent : 


A'B’ = CD’. 





68. Parallèles équidistantes. 


Si tous les segments consécutifs déterminés sur la première sécante sont 
égaux, il en est de même des segments déterminés sur une sécante perpen- 
diculaire à ces parallèles qui sont donc équidistantes. Îl en est ainsi des lignes 
d'une feuille de papier réglé ou de celles d'un guide-lignes. 


REMARQUE. — La À go récédente montre que les bandes consécutives 
définies par des parallèles équidistantes sont égales et déterminent des segments 
égaux sur toute sécante. 


111. APPLICATIONS 


69. Partage d’un segment en parties égales. 
Soit à partager un segment AB en cinq parties égales (fig. 49). Portons à 


partir de À, sur une demi-droite auxiliaire Âx, cinq segments consécutifs 
égaux. Joignons l'extrémité C du dernier au point B et par les points de divi- 
sion de AC: menons les parallèles à BC. Ces parallèles sont équidistantes. Elles 


partagent donc AB en cinq segments égaux. 
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On peut aussi reporter AB sur le bord d'une bande de papier et 


C A 
RE 
Fic. 49. Fic. 50. 


placer cette bande sur du papier réglé de façon à intercaler cinginterlignes entre 
A et B (fig. 50). 
70. Droites des milieux des côtés dans un triangle. 


THÉORÈME. — Le segment qui joint les milieux de deux côtés 
d’un triangle est parallèle au troisième côté et égal à sa moitié. 


Soient un triangle ABC et M, N et P les milieux des côtés AB, AC et BC 
(fig. 51). Par M menons la parallèle à BC. D'après la construction précédente, 
cette parallèle passe par N. Autrement dit MN est parallèle à BC. 


D C 





A B 
ric. 51. Fic. 52. 


avons MN — BP, soit MN S BC. 
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71. Base moyenne d'un trapèze. 


THéorÈèuE. — Le segment qui joint les milieux des côtés non 
parallèles d’un trapèze est parallèle aux bases et égal à leur 
demi-somme. 


Menons, dans le trapèze ABCD), la parallèle aux bases passant par le milieu 
M de AD (fig. 52). Elle passe par le milieu P de BD et le milieu N de BC. 
Autrement dit MN est parallèle aux bases. 


D'autre part, d'après le théorème précédent MP = SAB et PN = SCD- 


Par suite MN = MP + PN = 3 AB + 3 CD. sai MN = #5 D. 
EXEHROIOES 


60. Soient, dans un cercle de centre O, deux arcs égaux et de même sens AB et CD, 


. ER RR PRRERNREN RR directions 
e et : 
2 Comparer les triangles AOB et COD. Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? 


61. Soit un trapèze isocèle ABCD de bases AB et CD. 
1° Comparer les triangles ABC et BAD. Conséquences ? 


2 Montrer les diagonales AC et BD sont et qu'elles forment des angles égaux 
avec seat À og “rs et pi côtés she Mes. 7 js 


62. Dans un trapèze rectangle la base AB est double de CD et égale au côté oblique BC. 
1° Montrer que AC == BC. Quelle est la nature du triangle ABC ? 
2 Évaluer les angles du trapèze. 


eo paral- 


1° Montrer que la diagonale AC est bissectrice de l'angle À. 
2 Calculer les angles du trapèze en supposant AC == AB. 
3° Même calcul en supposant AC perpendiculaire à BC. 


64. Dans le quadrilatère convexe AÉCD les côtés AB et CD sont parallèles et les côtés 
AD et BC sont égaux. On mène les segments AE et BF perpendiculaires à CD. 

1° Comparer les triangles ADE et BCF. 

2° Quelle est La nature du quadrilatère ABCD suivant que CF et DE sont de même sens 


ou de sens contraires ? 
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65. Soit un triangle ABC. On désigne par M le milieu de BC et par D et E les points qui 
divisent AB en trois segments égaux : AD, DE et EB. Le segment DC coupe en I. 
1° Comparer EM et DC pus DI et EM. 


2° Que représente le point Î pour le segment AM et pour le segment DC ? 


68. Soient ABC un triangle et DE le nt qui joint les milieux des côtés AB et AC. 
Montrer que la médiane AM du triangle ABC et le segment ED se coupent en leur milieu 


RE On mène par C 
et Mi es yep ins à la bissectrice intérieure de l'angle A. Ces perpendiculaires 


coupent en D et P 
1° Montrer que ADC est isocèle et que AD = AC. 
AB + AD 
2° Montrer que AP = —5—— et comparer NP et AC. 


68. Soient D, et D; deux parallèles coupées en À et B par une sécante. Soit O le milieu 
de AB. On mène les bissectrices de chacun des angles formés en A et B. 
1° Montrer ces bissectrices se coupent en M et N sur la parallèle à D, et D, équi- 
te de ces deux droites. Pre 


2 Montrer que O est le milieu de MN et que OM = ON = =: 
69. Dans un parallélogramme on mène les bissectrices intérieures (ou extérieures). 
1° Montrer qu'elles forment un rectangle. 


2 Utiliser les résultats de l'exercice précédent pour comparer la | r et la direc- 
tion de ses diagonales aux côtés du Darall Fm sil 
3° Dans quel cas obtient-on un carré ? 


70. On joint les milieux des côtés consécutifs d'un quadrilatère ABCD. 


1° Quelle est la nature du Et MNPQ obtenu ? Comparer la 1 et la 
direction de ses côtés à celles des diagonales AC et BD. si 


2° À quelles conditions obtient-on un rectangle. un losange ou un carré ? 

3° Montrer le segment RS qui joint les milieux de she même milieu que 
les segments MP et NQ. 

71. Soit un tra ABCD. On dés MetN! lleux des côtés èles, 
3 712 Sci un ape ABCD. On die ar M et Ne miux cs 


1° Montrer que RS est porté par la base moyenne MN, qu'il a même mili Ile et 
que RS est égal à la demi-différence des beses. ssh 


2° On suppose le trapèze isoctle. Montrer que les deux quadrilatères MPNQ et PRQS 
sont des losanges. 


72. Soit un quadrilatère qui admet un axe de symétrie. 
1° Montrer que si deux sommets consécutifs sont symétriques, ce quadrilatère est un 
trapèze isocèle convexe ou croisé. 


2° Montrer que si deux sommets mas sont symétriques, la diagonale qui joint ces 
deux sommets admet | be it pr aie. Étudier les fo formes possibles de ce 
ou share er de lance). 


HUITIÈME LEÇON 


DROITES CONCOURANTES DANS UN TRIANGLE 


72. Théorème. — Lorsque deux droîtes sont respectivement 
perpendiculaires à deux droites concourantes, elles sont elles- 
mêmes concourantes. 


Soient les droites x’x et y’y perpendiculaires aux côtés de l'angle 
BAC (fig. 53). Ces droites ne peuvent être parallèles sans que les trois 
points À, B et C soient sur une même droite perpendiculaire à leur direction 
commune. Comme ce n'est pas le cas, x’x et y’y sont concourantes. 


Fa, 





Fic. 53. Fic. 54. 


73. Théorème. — Pour que deux dermmi-droites soient concour» 
rantes, il faut et il suffit qu’elles forment, avec la droite qui joint 
leurs origines, deux angles intérieurs d’un même côté ayant une 
somme inférieure à deux droits. 


Soient x’x et y’y deux droites coupées par la sécante AB (fig. 54). 

1° Si Ax et By se coupent en C, nous avons À; + B, —=22-C4« par 
suite À, + B, < 2D, : h 

20 Si nous supposons À; + B, < 2P, les deux droites x’x et y’y ne sont 
pas parallèles et sont par suite concourantes. Comme la somme des angles 


intérieurs en A et B est égale à 4, nous avons À, + B, > 2D. Les demi- 
droites Ax et By ne peuvent se couper d'après le 1°. Ce sont donc Ax et By 
qui sont concourantes. 
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74. MÉDIATRICES. — Considé- 
rons dans le triangle ABC (fhg. 55) 
les médiatrices des. côtés AB et AC. 
Ces médiatrices sont perpendiculaires 
aux côtés de l'angle À et se coupent 
donc en un point O (n° 72). Ce point, 
étant sur la médiatrice de AB, est 
équidistant de À et B (n° 10) et par 
suite OA = OB. Étant sur la média- 
trice de AC, il est équidistant de A et 
C et OA = OC. II en résulte que 
OA = OB = OC. Le point O étant 
Fc 5 équidistant de B et C est sur la mé- 

a gs: diatrice de BC qui passe donc par ©. 





THÉORÈME. — Les trois médiatrices d’un triangle sont concou- 
rantes. 


Le point de concours O, équidistant des trois sommets, est le centre d’un cercle 
circonscrit au triangle. 


75. HAUTEURS. — Me- F A | E 


nons par les trois sommets Éeemennennennenee Leone nnsersnsendn nes 
du triangle ABC, les paral- ‘ 
lèles aux côtés opposés (fig. C 


56). Nous obtenons un trian- \ 8 

gle DEF. Dans les parallélo- \ f 
grammes BCAF et B nous L > 
avons BC = FA et = \ + 
AE. Par suite FA = AE. La 8: A" ,; C 
hauteur AA’ perpendiculaire u Cd 

à BC est perpendiculaire au \ F 
segment parallèle EF en son \ … 
milieu : est donc média- \ d 
trice de EF. : 


On démontrerait de même 
ue BB’ et CC’ sont les mé- w 

iatrices de FD et de DE. Fic. 56. 
Les hauteurs du triangle ABC sont médiatrices du triangle DEF. Elles sont 
donc concourantes. 

THÉORÈME. — Les trois hauteurs d’un triangle snnt concou- 
rantes. 


Le point H commun aux trois hauteurs se nomme l'orthocentre du triangle. 
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6. MÉDIANES — Considérons, dans le triangle ABC, les médianes 
AM° et BN (fig. 7) La points À et M étant de part et d'autre de BN, 
ces deux médianes se coupent en un 
point G situé entre À et M et par 
suite à l'intérieur du triangle. 


Le Pi MN est SR à BA 


et égal à sa _ moitié (n° 70). seg- 
ment qui joint les si Meg D et, 
E de EX et CB est lui aussi parallèle 


à BA et égal à sa moitié. MN et DE 
sont donc égaux et parallèles et le 
quadrilatère MNDE est un parallélo- 


gramme de centre G. Il en résulte que 
MG = GD = DA. 


La médiane BN coupe donc AM 
au point G situé au tiers de AM à Fic. 57. 
partir de M. Il en est de même de la médiane CP, qui passe donc aussi par G. 


THéorèMe. — Les trois médianes d’un triangle sont concous= 
rantes. 





Le point de concours G, qui se nomme le centre de gravité du triangle, 
est situé au tiers de chaque médiane à partir du côté correspon- 
dant. 


77. BISSECTRICES INTÉRIEURES — Considérons pe le 
triangle ABC, les bissectrices intérieures BB’ ‘et CC (fig. 58). B et B’ 
étant de part et d'autre de CC, ces 
deux bissectrices se rencontrent en 
un point Î situé, entre B et B”, à 
l'intérieur du triangle. 

Le point Î étant sur la bissectrice 
de B est équidistant de BC et BA 
d'où ID = F. Étant sur la bissec- 
trice de C, il est équidistant de CB 
et CA et ID — Î en résulte que 
ID = IE = IF. Le point Î étant 
équidistant de AB et AC se trouve 
sur la bissectrice intérieure de 
l'angle À 

THéorÈME. — Les trois bissectrices intérieures d’un triangle 
sont concourantes. 


Le point de concours est équidistant des trois côtés du triangle. 
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78. BISSECTRICES EXTÉRIBURES. — Considérons dans Île 
triangle ABC (fig. 59), les bissectrices Bu et Cv des angles extérieurs xBC 


et yCB. Les angles B , et C, formés avec BC sont aigus. car ce sont des moitiés 
d'angles saillants. Leur somme est donc inférieure à 22. Les demi-droites Bu 
et Cv se coupent par suite en un point J (n° 73) de la portion du plan xBCy 
intérieure à l angle xAy. 


En raisonnant comme précédemment, nous voyons que ce point J est équi- 
È ct-nt de BC, Ax et Ay et se trouve sur la bissectrice intérieure de l'angle À. 
où : 


L 





Fic. 59. Fic. 60. 


Les bissectrices extérieures de deux angles d’un triangle et Îa 
bissectrice intérieure du troisième angle sont concourantes. 


Nous obtiendrons de même les points K et L sur les bissectrices intérieures 
des pp ge B et C. Il existe ainsi quatre points I, J, K et L équidistants des trois 
côtés 


u triangle (fig. 60). 
EXEROIOES 


73. Soit D l'orthocentre du triangle ABC. Quel est l'orthocentre de chacun des triangles 
BCD, CDA et DAB ? 


cs Dans un triangle ABC le cercle de diamètre BC recoupe les côtés AC et AB en E 


ar. 
1° Évaluer les angles BEC et CFB. 
2° BE et CF se coupent en H. Montrer que AH est perpendiculaire à BC. 
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76. Soit un cercle de centre O. On considère les milieux M, N et P des cordes BC, 


CA et AB. 
jo Quel est l'orthocentre du triangle MNP ? 
2° Montrer que les deux triangles ABC et MNP ont même centre de gravité. 


76. Soit un parallélogramme ABCD et un point M extérieur. 
1° Montrer que les triangles MAC et MBD sont en commun la médiane issue de M. 
2° Que peut-on dire de leurs centres de gravité ? 


77. Trois cercles égaux nt un même point À et se recoupent en B, C et D. 
Soient M, N et P les points diamétralement opposés à À. ® 

1° Montrer que B, C et D sont les milieux des côtés du triangle MNP. 

2° Que représente le point À pour chacun des triangles MNP et BCD » 

39 Comparer le cercle circonscrit à BCD aux trois cercles initiaux. 


78. Soit un triangle ABC dont les sommets sont sur un cercle de centre O. On appelle 
D le point diamétralement opposé au point À, H l'orthocentre de ABC et G son centre de 
gre 


té. 
1 Montrer que les segments BC et HD ont même milieu. 
2° Montrer que les tnangles ABC et AHD ont la médiane issue de À commune. En 
déduire que G est le centre de gravité de AHD. 


39 Quelle est la position du point G par rapport à H et O ? 


79. Soit un triangle ABC dont l'orthocentre est H. rer Lee dbesou unes 
des côtés BC, CA et AB, par D, E et F les milieux de HA, et HC. 

1° Montrer que les trois segments MD, NE et PF sont égaux et ont même milieu. 
_2 _ ss le cercle de diamètre MD. Montrer qu'il passe par le pied A’ de la hauteur 
issue de À. 

3° Compter le nombre de points remarquables situés sur le cercle précédent. (Cercle 
des neuf points du triangle.) 


80. Soit un quadrilatère convexe ABCD dans lequel À = C == IDeæB > 1D.On 
construit les symétri de AC par rapport à AB et 1 se coupent en E. 

1° Montrer que BD) est la bissectrice intérieure de l'angle AEC. 

2° ABet CD se coupenten F et AD et BC se ceupent en G. Montrer que FG est perpen- 
diculaire en E à BD. 


81. Soit D le pied de la hauteur issue de À dans le triangle ABC. On prend les symé- 
triques M et N de D par rapport à AB et do ph a Fet ACen_E. 

1° Que représentent AB, AC et AD pour le triangle DEF ? 

2° Montrer que AD, BE et CF sont concourantes. Que représente le point de concours 
pour chacun de ces triangles ABC et DEF 9 | 


82. On prol la médiane AM d'un triangle ABC d'une longueur MD tie 
de AM. Soit af se CL Ecane L vite de ABC. du sénrouhuns 

19 Comparer les côtés du triangle BCD aux médianes du triangle ABC. 

2° Comparer les médianes du triangle BGD aux côtés du triangle ABC. 


83. Soit un quadrilatère convexe ABCD. On désigne É M et N les milieux de AB et 
de CD. par G le centre de gravité de ABC, et par E le milieu de DC. 

1° Comparer EN à CG et à MG. 

2° Quelle est la position du milieu Ï de MN par ra àDetàaG»? 

3 YŸ a-t-1l d'autres segments analogues à MN ou passant par Ï ? 
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INÉGALITÉS DANS LE TRIANGLE 


79. Convention. — Soit un triangle ABC GR. 61). Nous conviendrons, 
dans ce qui suit, de désigner par a, b, cles mesures des côtés du triangle respec- 


tivement opposés aux angles À, Bet C. 


80. Théorème. — Nous admettrons, sans démonstration, le théo- 
rème suivant : Un segment de droite est plus court que toute 
ligne brisée ayant mêmes extrémités. 


Ainsi (fig. 62), on a : 
AB < AC + CD + DE + EB. 


Fic. 61. F IG. 62. 


81. Théorème. — Dans un triangle, un côté quelconque est 
inférieur à la somme des deux autres. 


Appliquons le théorème précédent au triangle ABC (fig. 61) : nous avons : 
BC < BA + AC. 


Soit la<s+e| 


On démontrerait de même : b<ate et c<a<+ b. 
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82. Corollaire. — Dans un triangle, un côté quelconque est 
supérieur à ÎÏa différence des deux autres. 


Supposons que dans le triangle ABC on ata>b>c. 
D'après le théorème précédent, on a : atk+c>b 


Retranchons c aux deux membres de cette inégalité : nous obtenons : 


[a>b—e| 


el 
De même, en retranchant c ou b aux deux membres de l'inégalité b + c > a, 


nous obtenons : 
b>a—c et c> a—b. 


En définitive : Dans un triangle, un côté quelconque est com- 
pris entre la somme et Ia différence des deux autres côtés. 


83. Théorème. — Lorsqu'un triangle a deux angles inégaux, 
les côtés opposés à ces angles sont inégaux ; au plus grand angle 
est opposé le plus grand côté. 


Ce 
0 


Hypothèses : À > B 


| Conclusion : a > b 


Soit _ le triangle ABC (fig. 53), dans lequel on a 
A > B > C. 


Construisons un : mode BAx, égal à l'angle B, de A 


façon que la demi-droite Ax soit à l'nlérieur de Fic. 63. 


l'angle À, ce qui est possible, d'après l'hypothèse. Ar coupe donc BC en un 
point D situé entre C et B. D'autre part, ADB est isocèle : on a AD = DB. 


Dans le triangle ACD, nous avons (n° 81) : 





AC < AD + DC 
soit AC < BD + DC 
ou b< a 


Il en résulte que les côtés d’un triangle sont dans le même ordre de grandeur 
que les angles opposés à ces côtés. 
Les inégalités A>B>C 


entraînent les suivantes : a>b>e 
ALcfésez, Asrrannénaue er Géoufrux © Lycées # 
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84. Réciproque. — Lorsqu'un triangle a deux côtés inégaux, 
les angles opposés à ces côtés sont inégaux ; au plus grand côté 
est opposé le plus grand angle. 


Hypothèse : _b > 
Conclusion : B > 


Dans le triangle ABC (fig. 63)ona:b> c. 

Supposons B = C ; ou aurait b = c(n° 4).- 

Supposons B < C : on aurait b < c (n° 83). 

Supposons B>C:ona b > c (n° 83). 

Ainsi, à l'inégalité b > c, ne peut correspondre que l'inégalité B > C 
car nous avons fait toutes les suppositions possibles sur l'ordre de grandeur 
de ces deux angles. 

Il en résulte que : les angles d'un triangle sont dans le même ordre de grandeur 
que les côtés opposés à ces angles. 

* Les inégalités a?b>e_ 
entraînent les suivantes A>B>cC 

85. Théorème. — La somme des segments qui fofgnent un 


point intérieur à un triangle aux deux extrémités d’un côté est 
inférieure à la somme des deux autres côtés. 


C 








A 
| Hypothèse : 
D M intérieur à ABC 
= Conclusion : 
MB + MC < AB + AC 
8 C 
Fic. 64. 


M étant à l'intérieur du triangle ABC (fig. 64), la demi-droite BM est inté- 
rieure à B et coupe AC en un point D, situé entre A et C. D'autre part, M est 
entre B et 

Dans le ER BAD, on a : BM + MD < BA + AD (n° 81). 

Dans le triangle MDC, on a : MC — MD < DC (n° 82). 

Ajoutons ces RÉGRLES membre à membre : il vient : 

BM + MC < BA + AD + DC 
soit BM “+ MC < BA + AC. 
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EXEROIOES 
84. On donne un point M intérieur au triangle ABC 
1° ‘Montrer que MA + + MB est compris entre AB et CA + CB. ai 


déduire que MA + MB + MC est compris entre le demi-périmètre et le péri- 
mètre du triangle. 


85. Soit O le gr ge mg samir des diagonales du quadrilatère convexe ABCD. 
1° Montrer que cha nale est inférieure au none du quadrilatère. 
Montrer que AC + + BD est supérieure à chacune des sommes AB + CD et 


3° En déduire La somme des diagonales est comprise entre le demi-périmètre et le 
périmètre du mb x; Ad 


88. Démontrer que la médiane AM d'un triangle ABC est comprise entre la demi-diffé- 
+ mer et OR EE PA (on prolongera d'une longueur égale à 
elle-même 


87. es Le den Mt Le diamètre passant par À coupe le cercle en B et C. 
ne M un point conque du cercle 
Camiiver AM à le aomme er à La différence de OA et OM. 
20 Montrer que AM est compris entre AB et AC. 


88. Deux points: À et B sont d'un même côté d'une droite xy. Trouver sur cette droite 
un point M tel que la somme AM + MB soit la plus petite possible (on utilisera le symé- 
trique A’ de A par rapport à xy). 


20. Deux points À ct B vont de part et d'autre d'une droite y. Trouver eur cette droite 


n point M tel que la différence des segments MA et MB plus grande possible (on 
ces le symétrique À’ de À par rapport à xy). 


90. lg y vpn ap ne Agen mil cer mine tin have D 
Trouver un point M sur Ox et un point N Oy de façon que le — de laligne 
brisée AMNB soit le plus petit possible (utiliser es symétriques À’ de A par rapport à 
Ox et B’ de B par rapport à Oy). 


91. On considère un triangle ABC et la bissectrice extérieure de l'angle À. 

1° hé tp que. le symétrique C’ de C par rapport à cette bisscetrice se trouve sur BA 
t æe ù 
° re nr Ml ti =: 


MB + MC > AB + AC. 


82. On considère un triangle ABC et la bissectrice intérieure de l'angle A. 
ai Lee que le symétrique C’ de € par rapport à cette bissectrice est sur AB et que 
2 Démontrer que pour tout pomt M de la bissectrice on a : 


MB — MC < AB — AC. 
83. Soit un triangle ABC et G son centre de gravité. 


1° Comparer GA + GB + GC au Fm mn du triangle. 
: À gi plans loss ‘un triangle est supérieure aux trois quarts 
u um . 


| DIXIÈME LEÇON 


1. PERPENDICULAIRE ET OBLIQUES 


86. Définition. — Rappelons ae d'un De À situé hors d'une 
droite xy, on peut mener une seule perpendiculaire à cette droite. Toute 
autre droite passant par À, et coupant xy, se nomme oblique par rapport à xy. 


87. Théorème. — Si d’un point situé hors d’une droîte on 
mène à cette droite Ia perpendiculaîre et diverses obliques : 


1° La perpendiculaire est plus courte que ‘toute oblique. 


2 Deux obliques qui s’écartent également du pied de la per- 
pendiculaire sont égales et, réciproquement, deux obliques égales 
s’écartent également du pied de Ia perpendiculaire. 


3° De deux obliques, celle qui s’écarte le plus du pied de Ia 
perpendiculaire est la plus longue et, réciproquement, si deux 
obliques sont inégales, c’est Ia plus longue qui S’écarte le plus du 
pied de !a perpendiculaire. 


1° Soit AH la perpendiculaire menée 

À Mer à xy (he x AB Fr bli- 
que q er rolo une 
longueur HA à AH: le triangle 
ABA’ est ur h B appartient à la 
TT xy de AA’: nous avons 
n° 81). 


AA” < AB + BA 
eu 2AH < 2 AB 
Fic. 65. soit AH < AB. 


2° Considérons les obliques AB et AC. telles que HB = HC: nous 
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dirons qu'elles s'écartent également du pied de la perpendiculaire. AH est 
médiatrice du segment BC, dont AB = AC (n° 10). 


Réciproguement, si AB — “T b hauteur AH du triangle isocèle ABC est 
aussi médiane : donc HB — 


3° Considérons les obliques AD É e A s'écartent inégalement du pied 
de la perpendiculai re ;: supposons > HB, le point B est intérieur au 
triangle ADA° : on a donc (n° nn. 


AB + BA” < AD + DA. 


Les triangles ABA’ et ADA” sont isocèles puisque B et D appartiennent à 
la médiatrice de AA : l'inégalité précédente ro 


2 AB < 2 AD 
soit AB < AD. 
Réciproquement, qi r ce AD > AB et montrons qu'on doit avoir 
HD > HB. En effet, : HD = HB, il faut AB = AD, ce qui est contraire 


| l'hypothèse. Si HD < HB, il faut AD < AB, ce qui est contraire à l'hypo- 
èse. On a donc HD > HB. 


Remarque : Pour comparer les obliques AC et AD, on peut remplacer AC 
par l’ oblique AB qui lui est égale : on est ramené au cas étudié. 


88. Corollaire. — I] résulte de la première partie de ce théorème que : 

Dans un triangle rectangle un côté de l’angle droit est inférieur 
à l’hypoténuse. 

Dans le triangle ABH (fig. 65), on a AH < AB. 


Cela résulte aussi de ce que les angles d’un triangle rectangle étant aigus 
(n° 12), le côté opposé à l'angle droit est plus ar ja 83). 


Il. RÉGIONS SÉPARÉES PAR LA MÉDIATRICE 
D'UN SEQMENT 


89. Soit un segment AB et la médiatrice xy de ce segment (Gg: 66). _. 
sépare le plan en deux demi-plans Î et [I] qui contiennent, l'un le point A, 
l'autre le point B. 


166 GÉOMÉTRIE 


1° Pour tout point de la région I,on a MA < MB. 
D 


M étant dans le demi-plan qui contient A, 
coupe xy en C, et on a CA = CB (n° 10). 
Dans le triangle CMA, on a : 
MA < AC + CM 
done MA < BC + CM 
ou MA < MB. 


On démontrerait de même que, pour tout point 
de la région II, on a MB < MA. F ie 





2° Réciproquement, si MA < MB, le 
Fic. 66. point M est dans Ia région 1. 


M ne peut être sur xy, sans quoi on aurait : MA = MB. 

Il ne peut être dans la région II puisqu'on aurait : MA > MB. 

Il est donc dans la région I. 

On démontrerait de même que, si MB < MA, M est dans la région II. 
Conclusion. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'on 


ait M A < MB, est que le point M soit du même côté que le 
point À par rapport à la médiatrice de À B. 


lil. TRIANQLES AYANT DEUX CÔTÉS ÉQGAUX 


90. Théorème. — S/ deux triangles ont deux côtés respecti- 
vement égaux et les angles compris entre ces côtés inégaux, les 
troisièmes côtés sont inégaux et au plus grand angle est opposé 
le plus grand côté. 


CS x 
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Soient les deux triangles ABC et A’B'C’ (fig. 67) où l'on a AB — A 


AC = A'C' et À > A’. Transportons A'B'C’ en ABD, de faço 
coincide avec son égal AB, et que À AD se place à l'intérieur de 1 PA LÉ BAC. 


ce qui est possible puisque À’ < À : on a donc AD = AC et BD — n. 
Traçons La bissectrice de DAC, qui coupe BC pris un point E, situé entre B et 


C. Les triangles ADE et ACE ont AE commun, = AC, et DAË = ÉAC ; 
ils sont égaux (2° cas) : donc DE = EC. Dans ie A BDE, on a : 
BD < BE + ED. 
Soit BD < BE + EC. 
Ou BD < BC. 
Donc B'C’ < BC. 
EXEROIONKS 


84. Soit un tri le ABC rectangl A, t B’sur AB, t C’ sur AC. Compa- 
re es DE à BC near BC Écaiduns BC CRC 


95. Démontrer da triangle rectangle la hauteur relative à l’hypotén t 
RE DE 


96. Soit un triangle ABC et la hauteur AH. 


1° Comparer AH et AB, puis AH et AC. En déduire que AH est inférieure à la demi- 
somme des côtés AB et AC. 


2° Montrer que la somme des hauteurs du triangle ABC est inférieure à son périmètre 


97. Soit un triangle ABC e en À. La bissectrice intérieure de B coupe AC en D 
et on mène DE perpendiculaire en E à BC. 


19° Comparer AD et DE. 
2 Démontrer l'inégalité AD < DC. 


98. Soit un trapèze isocèle ABCD dont les bases sont AD et BC : soit CH la perpendi- 
culaire à AD. Montrer que AH est égale à la demi-somme des bases du trapèze, que DH est 
égale à leur demi-différence. En déduire : 


1° Que la diagonale d'un trapèze isocèle est supérieure à la demi-somme des bases. 
2 Que les côtés non parallèles sont supérieurs à la demni-différence des bases. 
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89. Soit un angle xOy. sa bissectrice Oz, un point M intérieur à zOy, MA et MBles 
perpendiculaires à Ox et Oy. 


1° MA coupe Oz en C : mener CD perpendiculaire à Oy ; comparer MB et MD puis 
MD et MA. 
2° Démontrer l'mégalité MB < MA. 


ass Démontrer un si deux triangles ont deux côtés respectivement égaux et les troi- 
ièmes côtés inégaux, les angles opposés à ces côtés sont inégaux ; au plus grand côté est 
eppoté le plus grand angle. 
, 401. Soit un triangle ABC dans lequel on a AB > AC : soit AM la médiane issue de A : 
démontrer l'inégalité AMB > AMC (on pourra utiliser l'exercice précédent). 


102. Soit un angle xOy et Oz sa bissectrice : on porte deux longueurs égales OA et OB 
eur Ox et Oy. Montrer que pour tout point M intérieur à l'angle 20y on a MA > MB. 


103. Deux triangles isocèles OAB et O'A'B’ de bases AB et AB’ sont tels que 
OA = O'A' et AOB > AOB. 
1° Comparer AB et A’B-. 


2 Soient OH et O’H' les hauteurs des deux triangles. Comparer AH et AH’. En déduire 
que si deux triangles rectangles ont même hypoténuse les côtés de l'angle droit sont dans le 
même ordre de grandeur que les angles opposés. 

104. De angles isocèles OAB et O'’A'’B’ de bases AB et A'’B’ sont tels 
OA=OÂ'e«tAB> AB mis 

1° Comparer les angles AOB et A'O'B’ (voir exercice n° 100). _ 

2 Soient OH et OH les hauteurs des deux triangles, Com AOH et A'O'H:. En 


déduire que s1 deux triangles rectangles ont même sert or me les aigus sont dans 
le même e de grandeur que les côtés opposés. D 


ONZIÈME LEÇON 


CERCLE, DROITE ET CERCLE 


91. Définitions. —— Rappelons les définitions suivantes : 


Le cercle est une courbe plane formée par :ous les points situés 
à une même distance d’un point du plan appelé centre du cercle. 


Le segment OA qui joint le centre O (fig. si À à un point du cercle est un 
rayon. Toute droite À mer par O coupe le cerc 
\amnètre 


en deux points À et B. Le 
segment AB est un 





Fic. 68. Fic. 69. 


Si nous plions autour de AB, un on M du cercle (fig. 68) vient se placer 


en M’ : comme on a OM = OM. est sur le cercle : donc : 


Tout diamètre d'un cercle est un axe de symétrie pour ce cercle. 


92. Positions relatives d'un point et d’un cercle. 


Le cercle O (fig. 69) partage le plan en deux régions ; celle qui contient 
le centre est dite intérieure au cercle: l'autre est dite extérieure au cercle. Appe- 
lons R le rayon du cercle. 
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Soit un point À intérieur cercle : la demi-droite OA coupe le cercle er 
M et on a OA < OM ou OA 

Soit un point B extérieur au ve la derni-droite OB coupe le cercle en 
D ve A rt ON ouOB>R 

Soit d la distance d'un point au centre O. Nous obtenons le tableau suivant : 







point intérieur au cercle : d< R 
point u cercle : = 
point extérieur au cercle : d > R 


Il en résulte que sil'ona:d<R, le a pont considéré ne peut être qu'inté- 
neur au cercle, de même ai l'on a : il ne peut être qu'extérieur au 
cercle. En définitive : 

Pour qu’un point soit iatérieur (ou extérieur) à un cercle, il faut 
et il suffit que sa distance au centre soit inférieure (ou supérieure) 
au rayon du cerole. 


93. Cercles passant par deux ser. ra — Pour qu'un cercle O 
passe par deux points donnés À et B (fg. 70) 
1] faut que l'on ait : OA — OB, c'est-à-dire 
que © appartienne à la médiatrice de AB (n° 10). 
que cette condition est remplie tout cercle 
de centre O, passant par À passe aussi par B. 


Îl existe donc tene infinité de cercles passant! 
par deux points donnés. 


94. Cercle ee. par trois points. 


— P de. ts 
ae LR EE Oh ar trois, point 





Fia. "69. Fic. 69. 


OA = OB = OC : le point O appartient donc aux médiatrices des segments 
AB, BC et CAï PP ” 
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19 Si À, B et C ne sont pas en ligne droite, ces médiatrices sont concourantes 
(n° 64) : un seul cercle répond à la question. 


2° Si À, B et C sont en ligne droite (fig. 72), les médiatrices sont parallèles : 
il n'existe pas de cercle passant par F£ et C. Ainsi : 


Par trois points non en ligne droite passe un cercle et un seul. 

Il en résulte aussi que : 

Une droite et un cercle ont au plus deux points communs : 
s'ils en avaient trois, il existerait un cercle passant par 3 points en ligne droite. 

Deux cercles ont au plus deux points communs. 

S'ils en avaient trois, ils seraient confondus. 


POSITIONS RELATIVES D’UNE DROITE 
ET D'UN CERCOLE 


98. I. Droite extérieure. 


Dérinrrion : Une droite est extérieure à un cercle lorsque tous ses 
points sont extérieurs au cercle. 


Tuforèue : Si la distance du centre d’un cercle à une droite 
est supérieure au rayon, cette droîte est extérieure au cercle. 


A Fa 
(D) (0) A fe. 





Fic. 73. Fig. 74, 


Considérons le cercle O et la droite D (fig. 73). Le diamètre perpendicu- 
Jaire à D la coupe en À : puisqu'ona OA > R, A est extérieur au cercle (n° 92). 
Pour un point M quelconque de D on a OM > OA, donc OM > R. Tout 
pent M de D est extérieur au 
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96. II. Tangente. 

DÉFINITION. — Une droite est tangente à un cercle lorsqu'elle 
n’a avec lui qu’un point commun. (Ce point s'appelle point de contact 
de la tangente). 

TuéorèmE. — Si [a distance du centre d’un cercle à une droite 
est égale au rayon, cette droite est tangente au cercle. 


Soit OA perpendiculaire à D Ge: 74) : À est sur le cercle ; pour tout autre 
point M de la droite D on a OM > OA. donc OM > R. 


La droite D n'a donc qu’un point commun avec le cercle. 


97. III. Sécante. 
DÉFINITION. — Une droite est sécante à un cercle lorsqu’elle le 
coupe en deux points. 


Théorème. — Si la distance du centre d’un cercle à une droite 
est inférieure au rayon, la droite est sécante au cercle. 


Soit OA perpendiculaire à D (fig. 75) :onaOA < R. 

Lorsqu'un point M parcourt 
la demi-droite Ax, l'oblique OM 
augmente depuis la valeur OA < R, 
jusqu'à une valeur aussi grande 
qu'on le veut. Il existe donc un 
point B de cette demi-droite tel 
que OB = R : ce point est com- 
mun à la droite et au cercle : il 
en existe de même un second C sur 
la demi-droite Ay: la droite et 
le cercle ont donc deux points 


communs et ne peuvent en avoir 

Fic. 75. davantage (n° 04) 
Le segment BC est une corde qui sous-tendles arcs BEC et BFC. Le diamètre 
OA étant un axe de symétrie pour la figure (n° 91), les segments AB et AC, les 


arcs BE et CE, les arcs BF et CF sont eux-mêmes symétriques par rapport à 
OA, donc égaux. Ainsi : 

Tout diamètre perpendiculaire à une corde passe par le milieu 
de cette corde et par les milieux des arcs qu’elle sous-tend. 





98. Conclusion. — Nous avons obtenu les résultats suivants (en 
désignant par d la distance du centre à une droite D) 


D exterieure au cercle 


D tangente au cercle 
D sécante au cercle 





CERCLE. DROITE ET CERCLE 173 


La lecture de ce tableau montre que les réciproques sont vraies. Ainsi, 
lorsqu'une droite est tangente à un éercle on doit ävoir d — KR, car si on sup- 
posait d > R ou d< R la droite serait ou extérieure, ou sécante. 


En définitive : 


Pour qu’une droite soit extérieure, tangente ou sécante à un 
cercle, il faut et il suffit que sa distance au centre soit supérieure, 
égake, ou inférieure au rayon. 


En particulier : La propriété caractéristique de Îa tangente à 
un cercle est d’être perpendiculaire à un rayon en son extrémité. 


EXEROIOES 


Pur Construire un cercle de rayon 3 cm, tangent à une droite xyen un point À de cette 
oite. 


108. Construire un cercle de centre donné, tangent à une droite donnée. 


107. Construire un cercle de rayon donné, tangent à une droite donnée, sachant que son 
centre est sur une droite donnée ou sur un cercle donné. 


108. Construire une tangente à un cercle, parallèle à une direction donnée. 


109. Soit un triangle ABC, rectangle en À ; l'angle C vaut 60° : l’hypoténuse mesure 
10 centimètres. 

19 Quel doit être le rayon d'un cercle de centre C pour que ce cercle soit tangent à AB 
ou pour qu'il coupe 

2° Entre quelles valeurs doit être compris le rayon du cercle pour qu'il coupe les deux 
autres côtés rater ? 


110. Soit un triangle isoctle ABC, de base BC et de hauteur AH. 


1° Entre quelles valeurs doit être compris le rayon d'un cercle de centre À pour qu'il 
coupe le côté BC ? 


2° Même question lorsque le triangle ASC est quelconque. 


111. Soit un cercle et une droite extérieure D. Le diamètre perpendiculaire à D coupe 
le cercle en À et B et la droite D en H. 


Montrer que la distance d'un point quelconque M du cercle à la droite D est comprise 
entre AH et BH, 


#& 
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112. Sur la tangente en À un cœrdeO, on porte deux longueurs égales, AB et AC. Compa- 
rer OB et OC. 


113. Sur les tangentes en À et B à un cercle O, on porte deux longueurs égales AA‘ et 
BB”. Comparer OA’ et OB. 


114. Les tangentes en deux points À et B d'un cercle se coupent en C. 


1° Cemparer AC et BC. 
2 Montrer que le diamètre passant par C est la bissectrice de ACB. 


115. Soit un cercle de centre O et un diamètre AB : une tangente quelconque coupe les 
tangentes en À et B, en deux points C et D. 
1° Montrer que CD = AC + BD. 


2° Montrer que le triangle COD est rectangle. 


116. Un quadrilatère convexe ABCD a ses côtés tangents à un cercle O. Montrer 
AB + DC — AD + BC. us 


417. Démontrer que deux sécantcs parallèles déterminent entre elles, sur un cercle, 
deux ercs égaux. 


DOUZIÈME LEÇON | 


POSITIONS RELATIVES DE DEUX OERCLES 


99. Figure formée par deux cercles. 


La e formée par deux cercles est déterminée la position des 
centres, O et O”. et par la valeur des deux rayons, R et R’. Dans ce qui suivra 
nous D par d la distance OO’ des centres et nous supposerons 


Notons aussi que. tout diamètre d'un cercle étant un axe de symétrie pour 
oe cercle, {a droite des centres OO’ est un axe de prit 0 le 
pour Ja figure formée par l’ensemble des cercles O et O'. 


Nous avons vu (n° 94) que deux cercles ont, au plus, deux points communs. 
Le nombre des points communs à deux cercles peut donc êt.. deux, un ou 
zéro. Nous allons étudier ces trois cas : 


100. Cercles sécants. 


DÉFINITION. — Deux cercles sont sécants lorsqu'ils ont deux 
points communs. 


Tuéorèm. — Lorsque deux cercles ont un point commun en 
dehors de Îa droite des centres, ils en ant un second symétrique 
du premier par rapport à Ia droite des centres, et n’ont pas d’au- 
tre point commun. T 


O et O’ ont =n commun le point T 
À (fig. 76). Le symétrique B de À 
par rapport à OO” appartient aux 
deux cercles: ces deux cercles se 
coupent donc en À et B, ils ne 
peuvent avoir d'autre point commun 
sans être confondus. 


Le segment AB est la corde com- 
mune aux deux cercles. Il résulte 
des propriétés de la symétrie que 6 
OO’ est médiatrice de AB et bi:- 


sectrice des angles AOB et AO. Fic. 76. 





&) 
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L'angle aigu T'AT’ des tangentes aux deux cercles au point À s'appelle angle 


des deux cercles. | | | | 
On sait que tout côté d'un É est compris entre la différence et la 


somme des deux autres côtés ; dans le triangle OAO”, on a donc : 


OA — O’A < O0” < OA + O’A 


Soit | R—R'<d<R+R'| 


101. Cercles tangents. 

DÉFINITION. — Deux cercles sont tangents lorsqu'ils ont un 
seul point commun. 

Tuéorème. — Lorsque deux cercles ont un point commun sur 
Ia droite des centres, ils n’ont pas d’autre point commun, et ils ont 
même tangente en ce point. 





Considérons les cercles O et O’ des fig. 77 et 78 qui ont un point com- 
mun À sur la droite des centres. 

Ils ne peuvent avoir d'autre point commun B en dehors de OO” sans quoi, 
ils en auraient un second B’ symétrique de B par rapport à OO” : ils auraient 
donc trois points communs et seraient confondus. 

Ils ne peuvent avoir un autre point commun sur OO, sans quoi ils auraient 
un diamètre commun et seraient confondus. 

Les deux cercles O ct O’ sont donc tangents en À, et la tangente TT’ en À 
aux deux cercles est la perpendiculaire menée en ce point à la droite des 
centres OÙ 


Dans le cas de la fig. 77, les cercles O et ©’ sont dits fangents extérieurement ; 
on a : O0’ = CA + O’A 


Soit d=R+R'. 


s 


POSITIONS RELATIVES DE DEUX CERCLES 177 


Dans le cas de la fig. 78, les cercles O et O’ sont dits fangents intérieurement : 
on a : O0” = OA — O’A 


Soit [d=R—R7| 


402. II. Cercles extérieurs. Cercles intérieurs. 
DÉniNITIONS. 1° Deux cercles sont extérieurs lorsque tous les 
points de chacun d’cux sont extérieurs à l’autre (fig. 79). 


20 Deux cercles sont intérieurs lorsque tous les points de l’un 
d’eux sont intérieurs à l’autre (fig. 80). 





Fic. 79. Fic. 80. 
Dans le cas des cercles extérieurs (fig. 79), on a : 
O0” = OA + O’A’ + AA’ 
ou d=—R+R’+ AA 


Dans le cas des cercles intérieurs (fig. 80), on a : 
OO’ = OA — O’A’ — AA 
ou d=R—R— AA 


103. Conclusion. — £Ln définitive, les résultats obtenus sont rassem- 
blés dans le tableau seven : 







cercles extérieurs : d>R+R 
cercles tangents extérieurement : d = R + R’ 
cercles sécants : R—R'<d<R+R’ 
cercles tansents intérieurement : d = R — R° 
cercles 'itérieurs : d<R—R 





Chacune de ces relations est re de la igisue correspondante 


des cercles O et O’. Ainsi, sa l'ona:d—R+R, cercles O et O’ sont 
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tangents extérieurement ; la a du tableau montre en effet qu'ils ne peuvent 
être n1 extérieurs, ni sécants, etc. 


La relation d = R + R’ exprime donc la condition nécessaire et suffisante 
pour que deux cercles soient tangents extérieurement. 


De même : 


Pour que deux cercles soient sécants, il faut et 11 suffit que !a 
distance de leurs centres soit comprise entre Ia différence et Is 
somme des rayons. 


318. Quelle est la position relative de deux cercles OetO”, de rayons R et R’,dans les cas 
sUuIvants : 

19 O0’ =7 em R=6cm R' = 5 an. 

2 OO’ = 41mm R= 57 mm R’ = 16 mm. 

3° O0’ — I2anm R=4cm5 R’ = 3 cm 7. ’ 

4 O0’ = 2m R=9m R'= 6cm. 

5 O0’ = 25mm R= 13mm R’ = 12 mm. 


he pans du que deux cercles de même rayon R = 5 cm. soient 
8 ts 


120. Quelle est la condition pour que deux cercles de rayons R = 10 cm et R’ = 5 cm 
soient sécants ? 


421. Construire un cercle de rayon donné, tangent à un cercle donné en un point donné. 


122. Construire un cercle tangent à un cercle donné en un point donné sachant que son 
certre est sur une droïte donnée (ou sur un cercle donné). 


be On connaît les points communs à deux cercles et leurs rayons. Construire ces 
cercles. 


424. Construire un cercle de rayon donné, passant par un point donné et tangent à un 
cercle donné. 


1425. Deux-cercles O et O’ sont tangents en À : une droite ant par À coupe ce 
cercles en B et B’. Montrer que les rayons OB et O/B' sont èles (on examinera le ca. 
des cercles tangents extérieurement et tangents intérieurement). 


128. Deux cercles sécants se coupent en A et B. Par À on mène la parallèle à la droi e 
des centres OO’ ; soient C et D les intersections .vec les cercles. 

{e Montrer que B, O et C sont alignés de même que B, OU’ et D. 

2° Montrer qæ CD == 2 OO.:. 


427. Construire un cærcle tangent à un cercle O en un point donné À et passant par un 
pont donné B. 


128. Soit un cercle O, de rayon 5 am et une droite xy don: la di PRE 
Construire un cercle de rayon 3 am tangent à la droite xy et au cercle 


TREIZIÈME LEÇON 


CONSTRUCTIONS FONDAMENTALES 


104. Remarques générales. — Si la solution d'un problème 
de construction géométrique n'est pas immédiate, il faut opérer de la façon 
suivante : 


19 Supposer la figure construite et en étudier les propriétés. 


20 Déduire de cette étude la construction demandée et utiliser seulement à 
cet effet la règle et le compas. 


30 Discuter le problème : c'est-à-dire se demander comment doivent être 
choisies les données pour que la construction soit possible. 


Nous allons revoir.dans cette lecon. les constructions élémentaires suivantes : 


105. Médiatrice d'un segment. 


Soit à construire la médiatrice du segment 
AB (fig. 81): :l suffit d'en déterminer deux 
points, donc de construire deux triangles isocèles 
CAB et DAB de base AB (n° 10). 

Construction. — Tracer de À et B comme 
centres deux cercles de même rayon. 

Soient C et D leurs points communs. CD est 
la médiatrice cherchée. 

Discussion. — Les points C et D n'existent 
que si l'on a, R désignant la valeur commune 
des: deux rayons (n° 105) 

R—R< AB<R +R. 
La 17° inégalité est réalisée ;: la seconde donne : 


2R > AB soit R> +. 
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106. Construire la perpendiculaire à une droite en un point 
de cette droite. 

Soit à construire la perpendiculaire en O à xy (fig. 82) ; Si nous pouvons 
pari deux points À et É 

la perpendiculaire ee 

Construction. — Tracer un n cercle de centre O, qui coupe xy en À et B, 
puis construire la médiatrice de 


“ xy tels que OA = OB, la médiatrice de AB est 





Fic. 82. Fic. 83. 


107. Construire la perpendiculaire à une droite par un point 
situé hors de cette droite. 


Soit à construire : O la b ee a x (Ag. 83). Si nous pouvons 
construire un triangle 1socè OÀB dont la base AB soit portée par XU, 
la médiatrice de AB est la perpendiculaire cherchée. 

Construction. — Construire un cercle de centre O qui coupe xy en A et 
B (prendre un a supérieur à la distance de O à xy). Construire ensuite 
la médiatnice de 


108. Construction d'un angle droit. 
Soit une demi-droite Ax (fig. 84). Pour 


construire l'angle droit xAy la construction 
suivante est préférable à celle du n° 107, 
lo uon ne peut prolonger Âx pos HT de 

‘un point comme centre, tracer le 
cercle de rayon OA qui coupe Ax en B : 


mener le diamètre BC ; l'angle BAC est l'angle 
cherché : on sait en effet, qu' en joi nant un 
point À d'un cercle aux extrémités d'un dia- 
mètre, on obtient un angle droit (n° 55). 
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109. Bissectrice d'un angle. 


Soit l' angle xOy (fig. 85). Si nous pouvons construire un triangle isocèle OAB 
dont les sig pe égaux OA et soient z 

rtés par les demi-droites Ox et Oy, 
F'mbihaiee cs AB est la bissectrice 
cherchée (n° 16 






Construction. — Construire un 
cercle de centre O qu coupe les 
côtés de l'angle en À et B: cons- 
truire ensuite la médiatrice de AB. 


à 


Fic. 85.  Ÿ 


1410. Construire un angle égal à un angle donné. 


Soit à construire un angle al à xOu Ge: 6). Donnons-nous l'un des 
côtés de l'angle cherché, soit O’x”. Nous allons construire deux triangles 


égaux tels que l'un contienne l'angle O et l’autre l' angle Ô’ cherché. 


Construction. — Traçons deux cercles de centres O et O’ et de même 
rayon. Le premier coupe 


les côtés de en À 
et B, le second coupe 
O’x’ en A’. Puis mesu- 
rons AB avec le com- 
pas, et traçons, de À’ 
comme centre, un cer- 
cle de rayon ég 
AB. Il coupe le cercle 
de centre O”, de rayon 
O’A’ Fu HE se 
triangles et O’A’B 

sont égaux d'après le dut 


3° cas d'égalité des triangles. Donc AOB = A'O'B:. 





111. Tracé des parallèles. 


Soit à mener par le point À la parallèle à la droite ay (Rg. 87). Il suffit d de 


mener une sécante AB et de construire en À l'angle BAv égal à l'angle AB. 
Ces À angles égaux occupant la position d'alternes-internes, uv et xy seront 
parallèles. 
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Construction. — (fig. 88). De À comme centre, tracer un arc de cercle cou- 
pant xy en B. De B comme centre, avec le mime rayon. tracer l'arc AC. Puis 
avec CA comme rayon, et de B comme centre, tracer un arc qui coupe le pre- 


u. A _ y Îo 
4 ps 
ÿ K é N 
? ! 
: +, ad 
: …. 4 
x 8 y iC 8 
Fic. 87. Fic. 88. 


mier arc tracé en D. La droite AD est parallèle à xy ; les angles ABC et BAD 


- sont en effet égaux d’après la construction précédente. 


EXEROICES 
129. Construire le centre du cercle circonscrit à un triangle ABC. On examinera les 
3 cas suivants : |° les 3 3 angles sont aigus : 2° l'angle À est sa 3° l'angle A est obtus. 


1430. Construire un crde passant par deux points donnés sachant que son centre appar- 
tient à une droite donnée (ou à un cercle donné). 


131. Est-il possible de construire un cercle passant par 4 points donnés ? Construire 
tous les cercles contenant trois de ces points. 


482. Construire les hauteurs d'un triangle. Examiner les cas suivants : les 3 nu sont 
aigus, un angle est droit, un angle est obtus. 


133. Partager un segment en 2, 4, 8 parties égales. 
134. Partager un angle en 4, 8 angles égaux. Diviser un c'e en 4, Barcs égaux. 


1435. Deux segments AB et CD ont même médliatrice. Construire un cercle passant par 
les 4 points À, B, C et D. 


= ruines un perallélogramme FE ché que À = 60°, AB — 5 cm et 
= 3 cm 


37. Construire un rect:ngle ABCD connaissant AB = 5 am et AD = 3 an. 
138. Construire un loeante A'X D connaissant AC = 4eme BD=—3em . 


_ 499. Construire un trapèze / BCD connaissant la bese AB — 4 cm, BAD = 60°, 
ABC =" 45° et sachant que la hauveur mesure 1,5 em. ° 


| QUATORZIÈME LEÇON | 


CONSTRUCTION DE TRIANGLES 


4142. Cons‘ruire un triangle connaïssant un côté et les deux 
angles adjacents à co côté. 


Les données sont : BC = a et la valeur des angles B et C (fig. 89). Construi- 
sons BC = — a, puis, en B. un angle CBx égal à l'angle B donné, enfin en C, un 


angle BCy égal à l'angle C donné, de façon queles demi-droites Bx et Cy soient 
dans un des demi-plans limités par y 


À æ 

Soit A le point commun à ces 
demi-droites. Le triangle ABC 
est le triangle demandé. Tout 
autre triangle race à la ques- 
ton est 7. au triangle ABC 
(197 cas d'égalité des triangles). © . L 

IC. 


Discussion : Le problème est possible si les demi-droites Bx et Cy se 
coupent ; © Hide d'après le n° 73, si l'on a : 


B + C < 180 


113. Construire un triangle connaissant deux côtés et l'angle 
qu'ils forment. 


Les données sont (fg. 90) : AB = ec, AC = Bb, et la valeur de A. Cons- 
truisons un angle xAy égal à l'angle donné A. 


Portons sur Ar #4 Car me AB = c et sur Ay un segment AC = b. Le 
triangle ABC est le triangle demandé. Tout autre triangle répondant à La 
question est égal au triangle ABC (2° cas d'égalité des triangles). Ce problème 


est toujours possible si À < 180. 
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114. Construire un triangle connaissant ses trois côtés. 


Les données sont (fig. 91) : BC = a, AC = b, AB = c. 





SA 
°° Te, 
TT À 
C à i 8 | 
\ { PA 
Nr 4 
PA D 
4 
ré 
Fic. 9%. Fic. 91, 
Nous supposons a>b>e. | 
Construisons un segment BC = a. . 


Le troisième sommet inconnu À appartient : 
1° au cercle de centre B, de rayon c. 
29 au cercle de centre C, de rayon 6. - 


C'est donc un de leurs points d'intersection. Soit À l'un de ces points. Le 
triangle ABC est le triangle demandé. Tout autre triangle, répondant à la ques- 
tion, est égal au triangle ABC (3° cas d'égalité des triangles). 


= Discussion : Le point À existe si les deux cercles de centres B et Csont sécants, 
ce qui nécessite (n° 103 ; 
— BA < BC < BA + CA 
ou 
B—c<a<b+e. 


La 17 condition b — c < a est réalisée puisque a est le plus grand côté ; 
étant supérieur à b et c1l est supérieur à leur différence. La condition de possi- 


bilité se réduit à : 
| a<b+e | 
Donc : 


Pour que trois longueurs soient les côtés d’un triangle, il faut 
et il suffit que Ia plus grande soit inférieure à Ïa somme des deux 
autres. | 
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115. Construire un triangle rectangle connaissant l'hypoté- 
nuse et un angle aigu. 


Les données sont : À — 90°, BC = a et la valeur de l'angle B. 


Construisons un angle xBy égal à l'angle aigu B donné (fig. 92). Portons 
sur By un segment BC = a. 


De C menons la perpendiculaire CA à Bx. Le triangle ABC est le triangle 
demandé. Tout autre triangle répondant 

à la question est égal au triangle ABC Î D) 

(Ier cas d'égalité des triangles rectangles). 

problème est toujours possible. En | 

effet, soit D la perpendiculaire en B à | 


Bx : CA lui est parallèle : B étant aigu 
CA et Bx sont du même côté par rap- 8 : À _Æ 
port à D: CA coupe donc Bx et non 
pas son prolongement. 






Fic. 92. 


116. Construire un triangle rectangle connaissant l'hypoté- 
nuse et un côté de l'angle droit. 


Les données sont (fig. 93) À — 90°, BC = a, AC = &. 


. Construisons un segment BC = a. Le sommet A de l'angle droit appar- 
tient : 


1° au cercle de diamètre BC (n° 35). On trouve le centre de ce cercle en 
construisant la médiatrice de BC qui le coupe en son milieu ©. 


2 au cercle de centre C le rayon b. 


Soit À l’un des points communs à ces 
deux cercles. Le triangle ABC est le 
 tnangle demandé. Tout autre triangle 
répondant à la question est égal au trian- 
gle ABC (2° cas d'égalité des triangles 
rectangles). 





Discussion : C est intérieur au cercle 

| Fic. 93. _ de centre C de rayon 6. Pour que le cercle 
de diamètre BC coupe le premier, 1l faut et 1l sufht que B soit à l'extérieur 
du cercle de centre ÉË. de rayÿbn b : c'est-à-dire qu'on ait : 


a > b. 
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417. Remarque. — On constate que, dans toutes les constructions 
précédentes, trois données suffisent à déterminer un triangle. Îl en est tou- 
jours ainsi : 


Pour construire un triangle, il faut se donner trois éléments, parmi lesquels 
figure au moins une longueur. 


EXRROICES 


— Construire un triangle rectang'e connaïssant : 

140. un côté de l'angle droit et un angle aigu : 

141. un côté de l'angle droit et !: aauteur relative à l’hypoténuse ; 
142. l'hypoténuse et la hauteur relative à l'hypoténuse : 

443. ls médiane et la hauteur rclitives à l’hypoténuse : 


144. l'hypoténuse et la somme des côtés de l'angle droit (soient AB et AC les côtés de 
l'angle droit, prolonger CA d'une lengueur AD = AB, construire le triangle BDC) : 


145. ie rate et La différence des côtés de l'angle droit (soient AB et AC les côtés 
de l'angle droit, porter sur AC une longueur AD = AB, construire le triangle BDOC) : 


148. un angle aigu et La somme des côtés de l'angle droit ; 
447. un angle aigu et la différence des côtés dé l'angle droit. 


— Construire un triangle isocle connaissant : 

448. l'angle au sommet et la hauteur relative à la base : 

449. la longueur des côtés égaux et la hauteur relative à la basc : 
460. l'angle à la base et La hauteur relative à la base ; 

151. la base ct la hauteur relative à La base ; 

182. la base et le rayon du cercle arconsertt. 


— Construire un triangle connaissent : 

153. deux côtés ot La médiane relative à l'un d' 

1454. deux cêtés et la médiane relative au M PRE cette médiane d'une lon- 
gueur égale à el ) : 

455. un côté et les médianes relatives aux deux autres : 

456. un côté, la médiane relative à ce côté et une autre médiane. 


157. Les trois médisnes (soit AM l'une d'elles, G leur < ri, cyphpus dngs ns 
d'une longueur égale à lui-même, étudi c la figure obtenue) : 


158. deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux :; 


159. un côté, un angle adjacent à ce côté et la somme des deux autres côtés (ou leur 
différence) : 
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160. un côté, l'angle opposé à ce côté et la somme des deux autres côtés (ou leur diffé- 
rence). On mettra en évidence la somme ou la différence donnée, on eiuus.iu ia figure 


obtenue ; 
161. un côté, un angle adjacent à ce côté, et la hauteur issue du sommet de cet angle : 


162. deux côtés et la hauteur relative à l'un d'eux : 
163. un côté, un angle adjacent À ce côté et la hauteur relative à ce côté : 
164. deux côtés et la hauteur relative au troisième : 
165. un angle, la hauteur et la bissectrice intérieure issues du sommet de cet angle : 
166. un côté un angle adjacent à ce côté et le rayon du cercle circonscrit ; 
67. deux côtés et le rayon du cercle circonscrit. 


— Construire un parallélogramme connaissant ! 
168. un té, et les deux diagonales : 

169. un côté, ur angle et une diagonale : 

170. la longueur des côtés et une hauteur. 

— Construire un rectangle connaissant : 

471. un côté et la diagonale : 

172. le plus grand côté et l'angle des diagonales ;: 
173. la diagonale et le périmètre (voir exercice n° 144) 
— Construire un quadrilatère connaissant : 
174. un angle et les quatre côtés : 

475. une di le et les quatre côtés. 


QUINZIÈME LEÇON 


CONSTRUCTIONS RELATIVES AUX TANGENTES 


118. Par un point donné, construire les tangentes à un cercle 
donné. 


Considérons le cercle O et le point À (fig. 94). Supposons qu'on ait construit 
une tangente AB au cercle O, et soit B le point où elle touche le cercle. Le 
triangle OBA est rectangle en B (n° 98). À es en connaissons l'hypoténuse 
ar + un côté de l'angle droit OB. On en déduit la construction suivante 
n À 

Construction : Tracer le cercle de 
diamètre OA qui coupe le cercle 
donné en B et C. Les tangentes cher- 
chées sont AB et AC. 


Discussion. Le cercle de diamètre 
OA passe par O, intérieur au cercle 
donné. Les deux cercles ne peuvent 
donc qu'être intérieurs, tangents inté- 
rieurement ou sécants. 


1° ils sont intérieurs s1 À est inté- 





rieur au cercle O. Le problème, 
Fic. M. dans ce cas, n'admet pas de solu- 
tion ; 


2° ils sont tangents intérieurement si OA = R. Le problème admet une 
solution, la tangente en À au cercle donné ; 


39 ils sont sécants si À est extérieur au cercle. Le problème admet alors 
deux solutions, les tangentes AB et AC. Les points B et C sont symétriques 

r rapport à OA (n° 91). AB et AC sont donc des segments égaux et AO est 
ns de BAC. Ainsi : 


Par un point extérieur à un cercle, on peut construire deux 
tangentes à ce cercle. Ces tangentes sont égales et le diamètre 
passant par leur point commun est bissectrice de leur angle. 
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119. Construire les tangentes à un cercle, parallèles à une 
direction donnée. 


Soit O le cercle donné et xy g 
la direction donnée (fig. 95). 
Supposons que la  tangente 
AT menée en À au cercle 
soit une tangente cherchée. 
Le rayon OA perpendiculaire 
à AT (n° 98), l'est aussi à xy 
(n° 34). On en déduit la cons- 


truction suivante : 


Construction : (Construire Île 
diamètre AB perpendiculaire 
à xy : les tangentes en À et B 
sont les tangentes cherchées. 
Ce problème admet toujours 
deux solutions. 





Fic. 95. 
120. Cercles tangents aux deux côtés d’un angle. 


Soit un cercle O tangent aux deux côtés de l'angle xAy en deux points B 

et C (fg. uisqu'on «a 
OB = OC le point O appar- 
tient à la bissectrice de xAg 
(n° 16). Réciproquement, s1 
est un point de cette bissectnice, 
en menant OB et OC perpendi- 
culaires à Àx et Ay, on a 
OB = OC : le cercle de centre 
O de rayon OB, répon 
question. 


Il existe donc une infinité de 
cercles tangents aux deux côtés d'un 
y angle. Leurs centres sont situés sur 
la bissectrice de cet angle. 





Pic. %6. 


121. Cercles tangents à trois droites. 
Considérons le triangle ABC (fig. 97). Cherchons s'il existe des cercles 
tangents aux trois droites AB, BC et CA. 


pe ui bissectrices intérieures du triangle sont concourantes en un point I 
n 


190 


D'après de qui précède, ce point Î est le centre d'un cercle tangent aux trois 


côtés du triangle. 
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Ce cercle se nomme : 
cercleinscritau triangle. 

20 Les bissectrices exté- 
rieures de deux angles d'un 
triangle et la bissectrice in- 
(érieure du troisième son! 
CT. (n° 78). 

Soit J le point commun 
aux bissectrices extérieures 


des angles B et C et à la 
bissectrice intérieure de À ; 


ce point est le centre d'un 
cercle tangent au côté BC 
et au prolongement des 
côtés AB et AC. 

Ce cercle se nomme : 
cercle ex inscrit au 


triangle dans lFangle A. 
Tout triangle possède 


un cercle inscrit et troi 
cercles ex-inscrits respecti- 
vement dans les angles 


A, B«&C. 


122. Construire une tangente commune à deux cercles. 


RR sut r la f a AE ane Soient deux cercles O et O’ (fig. 98), de rayons R et 
une tangente commune telle que O et O” soient du même 


L "E No « nous dirons 
que AA’ est une fangente 
commune extérieure aux deux 
cercles. 

Les rayons OA ‘4 O’A’ 

rpendiculaires AA 
(n° 98) sont poralle. Me- 
nons par a perpendi- 
culaire à OA qui coupe OA 
en B. Le quadrilaière : 

AA'O'B 


est un rectangle puisqu'il a 
trois angles droits. on a : 





PL eus se …, 


one?” 


Fc. 98. 


OB = OA — AB = OA — O’A’ = R — KR’. 
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Le cercle de centre O, de rayon R — R'’ est tangent à O'B en B. 


2° on Construire le cercle de centre O, rayon R — R’. Mener 
de O’ Ia tangente à cn Farc (n° 118). Joindre OB qui coupe le cercle O en À : 
mener en Ale perpendiculaire à OA : on obtient ainsi la tangente cherchée. Le 
problème admet une seconde solution, la tangente CC’ symétrique de AA’ 
par rapport à OO’. 


__ 3° Discussion : Pour que, de O”, on puisse mener la tangente au cercle de 
centre O, de rayon R — R;,il faut et il sufñt que O’ soit extérieur à ce cercle, 


soit : 
O0’ > R — R’ 


Toutes les autres constructions sont alors possibles : la condition précé- 
dente exprime que les cercles O et O” sont extérieurs ou sécants ou fangents 
extérieurement. 

pourra étudier de la même façon la construction d'une tangente com- 

mune intérieure à deux cercles, c'est-à-dire d'une tangente telle que O et O” 

soient de part et d'autre de cette tangente (on remplacera le cercle de rayon 
” par le cercle de rayon R + 


EXEROIOES 


— Construire un triangle connaissant : 


176. le cercle inscrit (ou un cœrcle ex-inscrit) et les points où il touche les 3 côtés du 
cs 


177. le cercle mscrit (ou le cercle ex-inscrit dans l'angle À), la position du sommet A, 
et la direction du côté BC. 


478. le cercle inscrit (ou un cercle ex-inscrit) et la direction des trois côtés. 


179. Démontrer : 1° que si dans un quadfrilotère convexe les bissectrices de trois ang'es 
sont rHspisoss il existe un cercle inscrit dans le quadrilatère : 2° la réciproque est-elle 
vraie 


180. Démontrer : 1° k s 1] existe un cercle inscrit à un parallélogramme, ce parallélc- 
gramme est un losange : ‘il existe un cercle inscrit à un losange. 


— Construire un losange connaïssant : 

181. le côté et le rayon du cercle inscrit : 

182. un angle et le rayon du cerde inscrit : 

183. une diagonale et le rayon du cercle inscrit. 

184. Construire un cercle de rayon donné, tangent à deux droites données. 
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— Construire un triangle connaissant : 
185. deux angles et le rayon du cercle msenit (ou d'un cercle ex-inscrit) : 
188. un angle, la hauteur issue du sommet de cet angle et le rayon du cercle inscrit : 
487. un côté, un angle adjacent à ce côté et le rayon du cercle inscrit : 


188. un angle, le rayon du cercle inscrit, et le rayon du cercle ex-inscrit dans l'angle 


donné. 


469. Soit un triangle ABC : le cercle ex-inscrit dans l'angle A touche BC en A’, AB en 
C’ et AC en B-. 

1° Comparer les segments AB’ et AC. 

2° Comparer les segments BA’ et BC’ puis les segments CA’ et CB’. 

3° Montrer que AC’ -+ AB’ est égal au périmètre du triangle ABC. 


190. Soient deux cercles O et O’ tangents extérieurement en À et BB’ une tangente 
commune extérieure qui touche les cercles en B et B’ ; soit, enfin, I le point où la tengante 
commune en À aux deux cercles coupe BB”. 

1° Démontrer que Ï est le milieu de BB”. 

2° Démontrer que le triangle BAB” est rectangle. 

3° Démontrer que le triangle OIO’ est rectang'e. 

# Démontrer que BB’ est tangent en 1 au cercle de diamètre OO”. 


SEIZIÈME LEÇON 


1. CORDES ET ARCS SOUS-TENDUS 


Les théorèmes suivants ramènent, dans un même cercle ou dans deux 
cercles égaux, la comparaison de deux arcs à la comparaison des cordes qui 
les sous-tendent. 


| Rappelons qu'une corde AB sous-tend deux arcs AB. Dans ce qui suit, :l 
ne sera question que des arcs inférieurs à un demi-cercle. 


123. Théorème. — Dans un même cercle, ou dans deux cer 
cles égaux : 


19 Deux arcs égaux sont sous-tendus par deux cordes égales. 


2° Deux arcs inégaux sont sous=tendus par des cordes inégales ; 
le plus grand arc est sous=tendu par la plus grande corde. 


Hypothèse : AB — Â'B 





Conclusion : AB = AB’ 





Fic. 99. 


#” é ’ # 

1° Deux arcs s égaux (fig. 99) sont superposables ; lorsque le calque de A’B 

coïncide avec AB, les cordes AB et A’B’ coïnci lent ; elles sont donc égales. 
ALcisez, AnrTHMÉTIQUE ET GCéoméraie, 4 Lycées. 7 
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0: Consiruisons on &e AC = I DE, de façon que C soit à l'intérieur de 
AB; ce qui est possible puisque AC < AB. Les cordes AC et DE sont égales. 


E __A 
D 4 IN 
Hypothèse : ÀB > DE CT NÎg 


Conclusion : AB > DE 


Fis. 10). 


Les angles au centre AOC et AOB sont dans le même ordre de grandeur 


que les arcs qu'ils interceptent. Donc : AOB > AOC. Les deux triangles AOB 
et AOC ont deux côtés égaux (OA commun, OC = OB), mais les angles formés 
par ces côtés sont inégaux ; les troisièmes côtés AB et AC sont dans le même 
ordre de grandeur que ces angles (n° 90). 

onc : AB > AC 


et, par suite : AB > DE 


124. Réciproque. — Dans un même cercle,ou dans deux cercles 
égaux : 


1° Deux cordes égales sous-tendent des arcs égaux. 


2° Deux cordes inégales sous-tendent des arcs inégaux ; la plus 
grande corde sous=tend le plus grand arc. | 


1o Si AB = AB’ (fig. 99), on doit avoir AB = Â'B°. En effet, si ces arcs 
étaient inégaux, les cordes seraient inégales (n° 123), ce qui est contraire à 
l'hypothèse. 

20 Si AB > DE, on doit avoir AB > DE (fig. 100). 

En effet, on ne peut avoir ÂB < LE. sans quoi on aurait AB < DE, ce qu 


est contraire à l'hypothèse. Donc AB > DE. 


11. CORDES ET DISTANCES AU CENTRE 


Les théorèmes suivants r:nènent la comparaison de deux cordes, d'un 
même cercle ou de deux cercles égaux, à celle de leurs distances au centre, 
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128. Théorème. — Dans un même cercle, ou dans deux 
cercles égaux : 


19 Deux cordes égales sont équidistantes du centre ; 


2° Deux cordes inégales sont inégalement distantes du centre, 
la plus grande est la plus proche du centre. 


AB = CD 
Hypothèse : : OM 1 AB 


ON 1 CD 
Conclusion : OM — ON 





Fic. IUI. 
1° Soient deux cordes égales AB et CD (fig. 101) : OM et ON les distances 
ducentre à ces deux cordes. Les triangles isocèles OAB et ont OA — OC 


OB = OD (rayons du cercle) et AB — CD(hypothèse). Ils sont égaux (3° cas:r 
leurs hauteurs homologues sont égales. Donc : 
OM = ON. 





Fic. 102. 
20 Construisons une corde CA = EF (fig. 102), _de façon que À soit à 
l'intérieur de CD, ce qui est possible puisqu'on a CA = EF, donc : 
CA < CD. 
Soit OM la distance de O à la cerde CA : on a OM = OH. 


Les points O et À sont de part et d'autre de CD : il en est de même des 
points O et M. OM coupe CD en I, entre O et M : on a donc : 


__ ON < OI (n°87) et OI < OM; donc ON < OM 
et, par suite ON < OH. 
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126. Réciproque. — Dans un même cercle, ou dans deux cercles 
égaux : 


19 Deux cordes équidistantes du centre sont égales ; 


20 Deux cordes inégalement distantes du centre sont inégales ; 
la plus proche du centre est Îa plus grande. 
19 S OM = ON (fig. 101), on doit avoir AB = CD. En effet si les cordes 
L “+ CD étaient inégales, il en serait de même de OM et ON (théorème 
irect). 
2° Si ON < OH (fig. 102), on doit avoir CD > EF. En effet, on ne peut 
avoir CD < EF, sans quoi on aurait ON > OH, ce qui est contraire à 
l'hypothèse. | 


III. CORDES PARALLÈLES 


127. Théorème. — Deux cordes parallèles d’un cercle inter- 
ceptent entre elles deux arcs égaux. 


Soit dans le cercle O (fig. 103) deux cordes 
parallèles AB et CD. 
Le diamètre MN perpendiculaire à AB 
l'est aussi à CD : il pe au milieu de ces 
es ar 


cordes et au milieu cs qu'elles sous- 





tendent (n° 97). 
On a donc CM = DM S AM = BM 
donc CM—AM = DM —BM 
Fic. 103. ou AC us BD. 


Il en résulte que les cordes AC et BD sont égales ;: le quadrilatère ABCD 
est un frapèze isocèle, dont MN est l'axe de symétrie. 

Remarque. — Le théorème reste exact dans le cas où l’une des droites, AB 
par exemple, devient tangente au cercle. 


EXEROIOES 


191. Soit un cercle O et un diamètre AB On mène, par A et B, deux cordes parallèles 
AC et BD. 


1° Comparer AC et BD. 
2° Montrer que C, O et D sont en ligne droite. 
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1492. Deux cordes AB et CD d'un même cercle sont parallèles. Comparer les cordes AC 
et BD, puis les cordes AD et BC 


193. Soit une corde AB dans un cercle O. Comparer AB à la some OA + OB. En 
déduire que toute corde est mférieure à un diamètre. 


194. Par un point À, intérieur à un cercle O, on mène la corde BC perpendiculaire au 
diamètre passant par À et une corde quelconque MN. 
1° D lu pr vi re hr arte qnheté 5 
e petite corde passant par À ? Quelle est la plus grande ? 
É Monte pda, ma milieux de toutes les cordes passant par À sont sur un cercle de dia- 
mètre 


Pa Une sécante coupe deux cercles concentriques, le premier en À et B, le second en 
et 

19 Comparer les segments AA’ et BB’. 

2° Étudier le cas où la sécante est tangente à l'un des cercles. 


196. Soit un cercle de centre O, de rayon 5 cm. On toutes les cordes de ce 
cercle dont la longueur est 6 centimètres. 

1° Montrer que les milieux de toutes ces cordes sont sur un cercle de centre O, dont on 
construira le rayon. 

2° Montrer que toute corde ayant son milieu sur ce cercle a pour longueur 6 cm 

3° Par un pont À, construire une sécante qui coupe le cercle donné en deux points B 
et C, tels que BC = 6 centimètres 


197. Soit un cercle O et une corde AB. Par deux points A’et B’ équidistants du milieu 
de AB, on construit sa a ad Pin qui coupent le cercle en C, Deten E, F. 
Démontrer que les cordes D et EF sont égales. 


198. Deux cordes d'un cercle, AB et AC, ont une extrémité commune : on suppose que 
le diamètre passant par À soit la bissectrice de BAC : démontrer que AB = AC. 


199. Soient A et B ints communs à deux cercles sécants O et O’. Une droit 
put ont Assis Le cache mn Ce D ” du 


1° Soient M et N les des perpendiculaires menées de O et O’ à la droite CD 
Démontrer que MN = —- (on envisagers le ces où À est entre C et D et le cas où A 


est extérieur à CD). 

2° Construire la droite CD de façon donnée 2/. Montrer 
qu'en ne 1l existe deux droites pro gr la question et 4 et ice font des angles 
égaux avec 


200. Deux cercles de centres O et O’ se coupent en A et B ; par À on con truit un: 
sécante qui les cercles en C et D ; soit M le milieu de AC, N le mileu de AD et1 
le milieu de MN. 


1° Montrer que la perpendiculaire en 1 à CD coupe O0’ en son milieu K. 
2° Construire la sécante CD de façon que A en soit le milieu terra que le milieu de 
MN est alors en À) 
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L'ANGLE INSCRIT 


128. Angle au centre. — Rappelons la définition de l'angle au centre 
et ses propriétés. 
On appelle angle au centre un angle ayant son sommet au 
A 4 centre d’un cercle. 


AU La portion du cercle située à l'intérieur 
AU de l'angle au centre AOB (fig. 104) s'appelle 


l'arc intercepté par cet angle au centre. 





Nous avons vu que : 


Pour que deux angles au centre soient 
égaux, il faut ot il suffit qu'ils jatercep- 
tent sur un cercle deux arcs égaux. 


L Fic. 104. Nous en avons déduit que : 


._.. L'angle au centre et l'arc qu'il intercepte sur un cercle sont 
. mesurés par le même nombre de degrés ou de grades, 





Fic. 105. Fic. 106. Fio. 107. 


4129. le inscrit. — On appelle angle inscrit à un cercle, 
ui angle dont les côtés sont deux cordes issues d’un point de ce 
cercle. | 
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C'est le cas de l'angle BAC des fig. 105, 106 et 107. 

La portion de cercle située à l'intérieur de cet angle est l'arc BC : c'est l'arc 
intercepté par l'angle inscrit BAC. 

À chaque angle inscrit correspond l'angle au centre interceptant le même arc 
que lui sur le cercle. Cet angle peut être sallant (fig. 105), plat (fig. 106). ou 
rentrant (hg. . 


Le théorème suivant permet de comparer l'angle inscrit à l'angle au centre 
cuiintercepte le même arc, que nous appellerons l'angle au centre correspondant. 


130. Théorème. — Un angle inscrit est égal à la moitié de 
l’angle au centre correspondant. 





Fic. 110. 





Hypothèse : AB et AC sont deux cordes 


Conclusion : BAC - 500 





1° L'une des cordes, AB, est un diamètre (fig. 108). 
L'angle au centre BOC est alors extérieur au triangle AOC. 


Done (n° 32) BOC = À + C. 
Mais OAC est isocèle, donc C = À. 
On a ainsi | ÉOC = 2 À 


et À — 
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2° Le centre U est à l'intérieur de l'angle inscrit BAC (fig. 109). 
Soit AA’ le diamètre passant par À. D'après ce qui précède, on a : 
BOA’ = 2 BAA 
A'OC = 2 AAC. 
En ajoutant ces égalités membre à membre, on obtient : 
BOA + A'OC = 2 (BAX + A'AC) 
soit BOC = 2 BAC. 


30 Le centre O est à l'extérieur de l'angle inscrit BAC (fig. 110). 
Soit AA’ le diamètre passant par À. On a : 


BOA’ = 2 BAA’ 
COA’ = 2 CAA’ 


En retranchant membre à membre, il vient : 
BOA’ — COA’ = 2 (BAA’ — CAA') 
soit BOC = 2 BAC. 
Ainsi, dans tous les cas, l'angle inscrit est égal à la moitié de l'angle au 
centre correspondant. On peut dire encore : 


L'angle inscrit est mesuré par le même nombre (de degrés ou 
de grades) que Îla moitié de l'arc qu’il intercepte. 


131. Corollaires. — Il en résulte que : | 


19 Deux angles inscrits qui interceptent 
sur ua cercle (ou sur deux cercles égaux) le 
même arc (ou deux arcs égaux) sont égaux. 


Ils sont en effet mesurés par le même nombre 
degrés ou de grades. Ainsi (fig. 111) : 


AMB = AM'B. 
2° Deux angles inscrits égaux intercep- 
tent sur le même cercle (ou sur deux cercles 


égaux) des arcs égaux ; ces arcs ont en effet 
Fic. 111 même mesure. 





JO Tout angle inscrit dans un demi-cercle est droît. En effet 
(fig. 106), l'angle au centre correspondant est plat. Nous avions déjà vu cette 
propriété au n° 25. 
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49 Deux angles inscrits ÀÂMB, Â PB, dont Îles sommets M et P 
sont de part et d’autre de Ia corde À B, sont supplémentaires. 


Chacun d'eux est en effet la moitié d'un angle AOB, l'un saillant, l'autre 
rentrant ; la somme de ces deux angles vaut 360? : celle des deux angles inscrits 
vaut donc 180° 


132. Angle formé par ume tangente et une corde issue du 
point de contact. 


Théorème. — L’angle formé par une tangente et une corde 
passant par le point de contact est égal à l’angie inscrit qui inter- 
cepte le même arc. 


1° L'angle aigu BAx formé par la tangente ÂAx et la corde AB intercepte 
l'arc AB (fig. 112). Menons BC ; parallèle à Ax : les arcs AB et AC sont égaux 
(n° 127) ; donc AB = AC et B = C. 


Or BAx et B sont alternes-internes, donc égaux : 
donc BAx = © C est _précisément un angle 
inscrit : interceptant l'arc AB. 


2° 2 BAy est le supplément de BAx. 

ADB est le supplément de ACB (corollaire 
précédent). 

Donc BAy — ADB. 


Or, ces deux angles obtus interceptent le même 
pe ; le théorème est donc démontré dans tous 
es cas. 





EXEROIOES 


« On construit le cercle circonscrit à un le ABC. 
rh Montrer que la bissectrice intérieure de ie 2 À passe par le milieu de l'arc BC. 
2° En déduire que La bissectrice intérieure de À et la médiatrice de BC se coupent sur le 
— circonscrit au triangle. 
Lui blssite 


202. Sur un cercle, on porte des arcs consécutifs AB, BC, CD, DE, EF tels que les angles 
au centre correspondants mesurent 20°, 40°, 30°, 909 et 45°. Calculer les du poly- 
gone ABCDEF 
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203. Montrer : 1° que si les 3 angles d'un triangle sont aigus le centre du cercle air- 
conscrit est intérieur au triangle ; 2 que si le triangle a un obtus, le centre est exté- 
neur au triangle. 


Soit un triangle ABC et O le centre du cercle circonscrit. Sachant que B == 54° 
Pr pou = 48e, ar D re a A OAC et OAB. 


205. Deux cercles égaux se coupent en À et B. Une sécante passant par À conpe ces 
Pc tele m0 Comparer les segments BC et BD. ” ” 


208. Soit un cercle O, deux diamètres perpendiculaires AB et CD et La tangente en un 
Doint M de l'arc AC qui coupe CD en FE. 


1° Comparer MPO et MOA. 
2 Démontrer l'égalité MPO = 2 MBA. 


207. Soient deux cercles O et O’tangents en À et xy leur tangente commune en A. On 
mène par À deux sécantes qui coupent les cercles, l'une en B et B, l'autre en C et C. 


1° Comparer CBA et B'C'A aux angles que forment la sécante CC et la tangente xy. 
2° Que peut-on dire des cordes BC et B’C’ ? 
3 Démontrer que les tangentes en B et en B’ aux deux cercles sont parallèles. 


208. Sur un cerde O on construit des arcs consécutifs AB, BC, CD mesurant 30°, 86° 
et 90°. Calculer les angles que forment les droites AD et BC, AB et CD, AC et BD. 


208. Soit un cercle O et une corde AB telle l' AOB mesure 50°. Les tangentes 
Nine M. Évaluer l'angle AM. bé 


Re La tué se coupent en À et B : par À on mène deux sécantes égales 
et D 

1° Comparer les angles ACB et ADB et les angles ACB «& ADR. 

2° Que peut-on dire des triangles CBC’ et DBD” » 


3° Lorsque les sécantes égaies CC’ et DD” tournent autour de À montrer que les bissec- 
trices des angles CBD et C ‘D’ sont fixes ainsi que la bissectrice de l'angle CAD, 


DIX-HUITIÈME LEÇON 


IL ARC CAPABLE 


__ 1433. Définition. — Soit un segment AB ct un e M situé hors 
de la droite AB. Désignons par « la valeur de 
AMB. On dit que, du point M,on voit le 


B. 
segment À B sous l'angle a (fig 113). 

134. lire iQ Age à — Problème : Soit un 
segment AB ei un angle &. Trouver tous les points 
du en ni 1 (fig. À 14) d'où l'on voit AB sous 
l'angle a. 


Fic. 113. 


A) truisons, dans ce demi-plan, un ii AMB tel que 
À + B = 180° — «x. L'angle AMB mesure donc «& (n° 31). Construisons le 





Fic. 114. 


cercle circonscrit au triangle AMB. De tous les points de de l arc AM AMB de B de _ce cercle 
on voit la corde AB sous l' angle &. Les angles inscrits AMB, AM, AM'B B, etc. 


interceptent en effet le même arc (n° 131), (1er corollaire). 
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B) 11 n'existe pas d'autres points du demi-plan Î répondant à la question. 

1° Soit un P intérieur au cercle (fig. 115) AP coupe le cercle en N et APB 
est extérieur au triangle PNB : on a donc : 

APB = ANB + PBN 

soit APB > ANB ou APB> «x 

De tout point du demïi-plan I intérieur au cercle À M B on voit 
A B sous un angle supérieur à a. 

2° Soit un point P extérieur au cercle. 

a) L'un des côtés au moins de l'angle APB coupe l'are AMB (fg. 116). 


Soit N le point où PA coupe cet arc. L'angle ANB est extérieur au triangle 
PNB : on a : 


ANB — « = APB + PBN 
Donc : APB < « 





Fic. 116. Fic. 117. 


b) Aucun des côtés de APB ne coupe AMB (fig. 117). Soit N le point où 
AM coupe EP ; AMB est extérieur au triangle MNB. Donc AMB > ANB. 
ANB est extérieur au triangle APN. Donc : 

ANB > APL. En définitive APB < ANB < AMB 


soit APÈ € «a. 


De tout point du demi-plan I extérieur au cercle À M B on voit 
A B sous un angle inférieur à «. 
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En reprenant cette étude pour les points du demi-plan. Il, on trouverait 
de même un arc symétrique du précédent par rapport à AB, contenant tous 
les points du demmi-plan II d'où l'on voit AB NL 
sous l'angle «. 

L'arc AMB (ou son symétrique) se nomme M 
oh ing de l'angle à décrit sur À B comme 
corde. 


M" 





435. Conclusion. — Tous les points A 
d’où l’on voit un segment À B sous un 
angle donné appartiennent à deux arcs 
d'extrémités À et B, symétriques par 
rapport à À B. 





Fic. 118. 
136. Remarques. 
1° Il résulte du n° 131 (4° corollaire) que de tous les points de l'arc AIB 
(fig. 114) on voit AB sous l'angle 1800 — «x. 
Toute corde À B d’un cercle sous=-tend deux arcs À B, si l’un 
est capable de l'angle x, l’autre est capable de l’angle 180 — «. 
29 Si « — 90° (fig. 118) les deux arcs capables sont deux demi-cercles de 
diamètre AB. On retrouve la propriété suivante : 
Tous les points d’où l’on voit un segment À B sous un angle 
droit appartiennent au cercle de diamètre À B. 
39 Traçons dans le demi-plan II, la demi-droite Ax tangente en À à l'arc 
capable (fig. 115). Il résulte du n° 132 que BAx = AMB = «. 


137. Construction de l'arc capable. 
Construisons dans le demi-plan II l'an- 


le BAx égal à l'angle « donné (fig. 119). 
‘arc cherché est tangent à Âx en À (remarque 

récédente) : et 1l appartient au demi-plan I. 
n centre O se trouve : 


1° sur la médiatrice de AB (n° 93), soit 


uv ; 


2 sur la perpendiculaire en À à Ax 
(n° 98), soit Az. 





Fic. 119. 


On trace donc le cercle de centre O, de rayon OA, et on conserve la portion 
de ce cercle située dans le demi-plan I. 
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11. QUADRILATÈRE INSCRIPTIBLE 


438. Définition. — Un quadrilatère inscriptible est un quadri- 
latère dont les quatre sommets appartiennent à un même cercle. 


En général, il n'existe pas de cercle passant paï quatre points donnés À, B, 
C, et D. S'il en existe un, le quadrilatère ABCD est inscriptible. C'est le cas du 





Fic. 120. Fic. 121, 


quadrilatère convexe de la fig. 120 où A et C sont de- et d'autre de BD), 
et du quadrilatère croisé de la fig. 121, où À et C sont du même côté de BD. 


139. Propriétés du quadrilatère inscriptible. | 

1° Dans un quadrilatère convexe inscriptible les angles opposés 
sont sapplémentaires (fig. 120). 

En effet, À et C étant de part et d'autre de BD, de ces points on voit la 
corde BD sous deux angles supplémentaires (n° 131). | 

20 Dans un quadrilatère croisé inscriptible les angles opposés 
sont égaux (fig. 121). 


N 


En effet, A et C étant d’un rnême côté de BD, de ces points on voit BD sous 
deux angles égaux (n° 135). nn 


On peut dire encore que, dans le quadrilatère convexe ABCD fig. 121), 


une diagonale et un côté (AB et AD) forment le même angle que l'autre diago- 


nale et le côté opposé (CD et CB). 


140. Reconnaître un quadrilatère inscriptible. 


Les réciproques des propriétés précédentes s'énoncent ainsi : 
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19 Si dans un quadrilatère convexe, deux angles opposés sont 
supplémentaires, ce quadrilatère est inscriptible. 

Traçons le cercle circouscrit au triangle DBC (fg. 120). L'arc DMB de ce 
cercle est capable de 189° — C— À (n° 136). Donc À appartient à cet arc : 
le quadrilatère est in.c:.tible 


20 Si dans un RNA croisé, deux angles opposés sont 
égaux, ce quadrilatère est inscriptible. 


En effet (fig. 121), des points À et C situés d'un même côté de BD, on voit 
la corde DB sous le même angle ; À et C appartiennent donc au même arc 
capable construit sur DB comme corde. On peut dire aussi que : 


Si dans un quadrilatère convexe ACBD, une diagonale et un côté (AB et 
… AD) forment le même angle + als l'autre diagonale et É côté opposé (CD et CB), 


le quadrilatère est inscriptible 


EXEROIOES 


211. On donne BC = 5 cm. Construire les arcs capables de 60° sur BC comme corde. 
212. On donne BC = 5 cm. Construire les arcs capables de 135° sur BC comme corde. 


213. Un quadnilatère convexe ABCD est inscrit dans un cercle : Fe, B est tmple 
de l'angle D et la corde BD est égale au rayon du cercle. Calculer les angles du quadrilatère. 


214. Un Ego à convexe ABCD est inscrit dans un cercle. La diagonale st est un 
diamètre et la diagonale AC est égale au rayon. Calculer les angles du quadrilatère 


216. Un trapèze, un parallélogramme, un losange sont-ils inscriptibles dans un cercle ? 


216. Par le milieu M d'un arc AB on construit deux cordes MD et ME qui coupent la 
corde AB en F et G. Démontrer que le quadrilatère DEGF est inscriptible. ! 


217. Soit un triangle ABC ; les deux hauteurs BB’ et CC’ se coupent en H ; on construit 
le symétrique H’ de e par rapport à BC 

1° Démontrer que le quadrilatère ABH’C est inscniptible. 

2° Comparer les cercles circonscrits aux triangles BHC et BH°C. 


218. Soit un triangle ABC, les trois hauteurs AA’, BB”, CC’ et H leur point commun. 
1° Que peut-on dire des quadrilatères HA'BC’ et HA'CB’ 2 

2° Comparer les angles HA'C’ et B'BA de même que les angles HA'B’ et C'CA. 

3° Montrer que les hauteurs du triangle ABC sont les bissectrices du triangle A’B'C. 
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219. Soit un triangle ABC, la hauteur AA’ et AD le diamètre passant par A du cercle 
_ Grconscrit au triangle. 
1° Comparer ABC et ADC, puis BAÂ et DAC. En déduire que BAC et A'AD ont 
même bissectrice. | 
29 Soient BB’ et CC les hauteurs issues de B et C : BC’ coupe AD en I. t 
dire des quadrilatères BC'B'C et DIB'C ? chou ei 
30 En déduire que B’C’ et AD sont perpendiculaires. 


220. Soit un triangle équilatéral ABC inscrit dans un cercle O. On joint un point M de 
l'arc BC aux trois points À, B et C, puis on porte sur MA une longueur MD — MC 

1° Montrer que MCD est équilatéral. 

2° Comparer les triangles ADC et BMC. 

39 En déduire l'égalité MA = MB + MC. 


221. Deux cercles O et O’ se cou nt en A et B : par À on mène d écant à 
coupent les cercles, l’une en C et C, para en D et D’. CD et CD’ anse 3 . 

1° Comparer les angles PCC et DBA de même que les angles PC'C et D'BA. 

2° En déduire que le quadrilatère PDBD” est inscriptible. En est-il de mê 1 
latère PCBC ? Hilinst dits disslinh ss 

30 Les tangentes en C et C’ se coupent en I. Comparer les angles ICC’ et CBA, pui 
angles IC’C et C'BA. En déduire que le quadrilatère ICBC por a dns 


PROBLÈMES DE RÉVISION 


353. D'un point M de la basc BC d'un triangle isocèle ABC, on mène les perpendicu- 
ere de greg dnsnnte ane ee eV Montrer que la somme des segments MD et 
ME est égale à une hauteur du triangle ABC (dans le cas où M est à l'extérieur de BC, 
comment modifier l'énoncé ?). 


854. Soit un triangle ABC rectangle en A et sa hauteur AH ; on mène les bissectrices AD 
et AE des angles BAH et HAC. Montrer que les triangles ABE et ACD sont isocèles. 


355. Montrer que si, à partir de deux sommets opposés d'un carré, on porte sur les 
côtés de ce carré une même longueur, en joignant les points obtenus, on forme un rectan- 
gle dont le périmètre est constant, quelle que soit la longueur commune des segments portés 
sur les côtés du carré. 


356. Montrer qu'en joignant les pieds des perpendiculaires menées du centre sur les 
côtés d'un losange, on forme un rectangle. 


357. Sur les côtés AB et BC d'un carré ABCD), on porte deux longueurs égales AM et 
BN. Montrer que les droites AN et DM sont perpendiculaires. 


858. Dans un triangle ABC, l'angle ai B est double de l'angle €. on mène la hauteur 
AH et on prolonge AB d'une + L'on BE — B On joint EH qui coupe AC en D. Mon- 
trer que les triangles DAH et D ER ag + qu C — HB. 


359. Dans un triangle quelconque, l'angle formé par la bissectrice de l'angle À et la 
hauteur issue de À est égal à la derni-différence des angles B et C. 

. Dans un triangle rectangle, la bissectrice de l'angle droit est aussi bissectrice de 
Î angle formé par la hauteur et la médiane relatives à l'hypoténuse. 

361. Soit un trapèze isocèle ABCD (BC]IAD) tel 1 que / AB = BC = CD. Montrer que 
les diagonales AC et DB sont bissectrices des angles À et D. Construire ce trapèze connais- 
sant ADet À. 

362. Soit I le point de rencontre des bissectrices intérieures d'un triangle ABC. On mène 


ri] rallèl côtés AB et AC tBCen D et E. Co l ètre 
Le es on DES re pe qui coupen en mparer le périm 
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363. Démontre l'ang'e des bissectrices de deux angles ser ‘un quadrilatère 
est pe à la ne différence des deux autres angles du quadrilatère 


364. Démontrer que les bissectrices des angles d'un parailélogramme forment un rec- 
tangle et que les diagonales de ce rectangle sont parallèles aux côtés és du parallélogramme. 


385. Soit un triangle ABC et les deux bissectrices de l'angle À. De B on mène les - 
diculrires BDet BE à ces bissectrices. Que peut-on dire du quadrilatère ADBE ? Endéduire 
DE et AC ag pas On construit de même les perpendiculaires BD” et BE’ aux 

x bissectrices de C. Que peut-on dire des quatre points D ,E, D’, E’ ? 


366. Dens un triang'e ABC on mène la médiane AM :; on joint … au dm O de AM, 
BO coupe AC en E : enfin on prolonge BO d'une longueur ÔF — Prouver que 

drilatères AFMB et AFCM sont es parallélogrammes. En PT que E est au tiers 
a AC à partir de À. 


367. On donne un triang:e ABC rectangle en A et sa hauteur AD. On construit le symé- 
trique E de D per rapport à AB et le symétrique F de D par rapport à AC. Montrer que les 
points D, À, F sont en ligne droite. 


368. _s qe rar CE oi rT iTue x'x et y'y et © leur point commun. Sur Ox 
et Oy on porte O : sur Ox’ et Oy’ on porte O OË — OB, on construit La hauteur OH 
du triangle OA B et ps x OM du triangle OAB:. Montrer que les trois points M, 
O et H sont en ligne droite. 


369. Soit un cercic de centre O et un diamètre AB de ce cercle. On mène par A et B 
Es cordes parallèles AA’ et BB. Montrer que les trois points À’, O et B’ sont en ligne 
te. 


370. Un trapèze ABCD est inscriptible dans un cercle de déralèé AB. Montrer que 
des angles du triangle ADC ont pour différence 90°. 


371. Soit un quadrilatère AECD ; les droites qui joignent les milieux des côtés op 
se coupent en Î ; soient E et F lcs milieux des disgonales AC et BD. Montrer que les 
tros points E, I ‘et F sont en ligne droite. 


D Soient deux 5e 0 ae ter on D et D'un pe A sur D et un point B sur 
on joint un point C an PE : montrer que la perpendiculaire menée de B à 
re la perpendiculaire oz de C à AB et la droite D sont concourantes. 


373. Construire par un point À une droite équidistante de 2 points donnés B et C (on 
démontrera que cette droite coupe BC en son RE ou bien est parallèle à BC). 


374. Construire un triangle connaissant un côté et deux hauteurs (deux cas). 


375. Construire un triangle connaissant les 2 ang!es B et C et le périmètre du triangle 
rolonger pb une En BD = BA, prolonger BC d'une longueur CE — CA, puis 
ler Le e triangle AD 


876. Construire une Jus isocèle connaissant le rayon du cercle circonscrit et la 


hauteur relative à la 
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377. Soit un angle 10 : construire une droite parallèle à une nn ar 8 qu 
coupe les 2 côtés de l'angle en 2 points À et B tels que AB ait une lo 


CE AB, éuber Le 
par O un segment OC parallèle à la direction donnée et tel que étucher la 
figure OCBA). 


378. Construire un parallélogramme connaissant ses diagonales et leur angle. 


379. Construire un trapèze isocèle connaissant le rayon du cercle circonscrit et la lon- 
gueur des 2 bases. 


390. Construire un triangle connaissant le rayon du cercle crconsenit, un côté et la 


hauteur relative à ce côté. 


381. Étant donné un e 20 et un point À intérieur à cet angle, mener par À une 
droite qui coupe les côtés a nn ar C de façon que A soit ke milieu de BC. 


382. Construire un trapèze rectangle connaissant les 2 bases et le côté non perpendi- 
culaire aux bases. 


| 383. Étant donné un _un angle xOÿ et un point À, construire un triangle isocèle dont la-base | | 


passe par À . dont 105 soit l'angle au sommet. 


384. Soit un triangie Sode ABC, de base BC. 

1° D'un pont M de BC on mène les ie smatee me MD et ME aux côtés égaux, 
Montrer que MD + ME a une valeur constante FM 2 soit la position de M sur BC. 

2° Dans les mêmes conditions, montrer que a une valeur constante. 

3° Le point M étant pris sur le prolongement de BC. montrer que MD — ME a üne 
valéur constante. 


385. Soit un angle xO» : on porte sur "1 et sur Oy deux longueurs OM et ON dont 
la pee a une valeur donnée 2 { — 20 cm 

1° Soit M le point de Oy tel e OM’ = OM. Montrer que le miliea 4 de NM” reste 
fixe quand les points M et N se déplacent sur Ox et Oy. 

2 Construire le centre du cercle circonscrit au triangle MNM’. Montrer que ce point 
reste fixe lorsque M et N varient sur Ox et Oy. | 


386. D Mi 7 isocèle ABC (AB = BC) ; M est le milieu de BC. Sur AB 
on construit le carré ABDE, sur AC le carré ACFG, on joint M aux points E et G tE 
au pe G. À em vi 
O e == 

2° Que la perpendiculaire MN menée de M à EG passe par À (N est le pied de cette 
perpendiculaire sur EG). 

3° Que … Dada ABM, AEN sont égaux. 

4° Que EG = 2 AM et BC = 2 AN. 


387. Soit un triangle isocèle ABC, de base BC : les bissectrioes intérieures des angles B | 


et C coupent les côtés opposés en B’ et C’. 

1° Démontrer que les ents BC, B'C et BC’ sont égaux. | 

20 Le résultat subsistet-1 | lorsqu' on remplace les bissectrices intérienses par les bissec- 
trices extérieures ? 


5e 
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888. Soient sur une drcite e trois segments égaux et consécutifs AB = BC = CD. 
On construit sur BC comme base un triangle isocèle BCE, AE coupe en F la perpendicu- 
laire menée par D à la droite xy. 


1° Comparer les segments AE et EF. 
2° Que peut-on dire des deux segments BE et CF 2 


889. On considère un demi-cercle de centre O, de diamètre AB. Sur AO comme dia- 
mètre, on décrit un demi-cercle de centre O”, intérieur au premier. On mène par À une 
sécante qui coupe les deux demi-cercles en M et N. 


1° Comparer les deux triangles AON et MON. En déduire que N est le milieu de AM. 
2° Que peut-on dire des deux tangentes en M et en N aux deux demi-cercles ? 


390. Soit un triangle ABC rectangle en À et sa hauteur AH : on mène de B et C les 
tangentes BD et CE au cercle de centre A et de rayon AH. 


1° Montrer que les points D, A et E sont en ligne droite et que les tangentes BD et CE 
sont parallèles. 


2° Montrer que le cercle de diamètre BC est tangent en À à DE. 


391. Dans un cercle de centre O on mène une corde CD et deux rayons OA et OB. Le 
rayon OA coupe CD en E et le rayon OB coupe CD en F de manière que CE = EF = FD. 


19° Comparer les triangles OEC et OFD ? 
2° Que peut-on dire du triangle OEF 2 
3 Que peut-on dire des droites AB et CD ? 


392. Soit un carré ABCD de côté a. De B vers C on porte sur BC un segment BM = b 
Ge a)et on prolonge CD à partir de D d'une longueur DN = BM. Soit O le milieu de 


. Comparer les triangles ADN et ABM. 
2 Montrer que le triangle MAN est rectangle. 
3° Montrer que le triangle AOC est isocèle. 


393. Soit un triangle ABC rectangle en A et la hauteur AH. On + dpisshest 
ment HD = BH. On joint AD et on mène de C la perpendiculaire CE à AD 


1° Comparer les tmangles ABH et ADH. 

2° Comparer les angles HCA et HCE. 

3° Montrer que le quadrilatère AHEC est inscniptible. 
4 Montrer que le triangle AHE est isocèle. 


384. Soit un demi-cercle O de diamètre AB : on trace la corde AC faisant avec AB un 
angle de 30°. 

1° Montrer que le triangle OBC est équilatéral. 

Z° Soit I le centre du cercle circonscrit au triangle AOC. Montrer 


AGO ent un ing. En dre une comics simple da paint et va À min rayon 
du cercle circonscrit au triangle À 
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395. Soit un cerde O de diamètre AB et une cord= AC : les tangentes en B et C se 


coupent en D. 
1° Démontrer que OD est parallèle à AC. 
2 Construire la figure sachant que AB = 3 an et BAC = = 4, 


396. Soit un triangle ABC dans lequel B — — C = 90. 

1° Soi AA’ le diamètre passant par À du cercle circonscrit à ce triangle. Comparer les 
deux angles CBÀ et BA'A à l'angle C du triangle. 

+ 2° En dédusre que les droites AA’ et BC sont parallèles. 

3 Montrer que la tangente en À au cercle circonsenit est est la hauteur AH du triangle et 
que l'on a CAH = = ABH. 


397. Soit un point À intérieur à un angle xOy : 
Je té er Bec opt sg eg echrmmms mbue MN. 
ssocèle de sommet 


2 un triangle base PQ passe le pomt A. 
A ongle echo HE Le param ui la ma ” 


398. diet D nd pa labehimdighs On prolonge AB d'une lon- 
gueur BF = g et AD d'une longueur D 

lo Comparer les 0 Ath 

Pa gen ng n tros pants F,Cet E ? 

3e Comment choisir a et & pour que AC soit perpendiculaire à FE ? 


399. Soit un cercle de diamètre AB : on mène une corde AC et on la prolonge d'une 
ongueur C. 

le Montrer qu le triangle ABD est iocble. 

et et corde perpendiculaire à AC : on la prolonge de EF == AE. Démontrer 


les D, B, F sont en ligne droite. 
3e Monter qu le cercle circonscrit au CT le DAF est tangent en À au cercle donné 


4 Quell M eur faut-1l donner à l'angle BAC pour que DF soit tangent en B au cercle 
donné ? 


400. Soit un angle x0y et un point fre À sur la bissectrice de cet angle. Un cercle pas- 
sant par O et À coupe les côtés de l'angle en M et N. du . 


Jo ee je la po is de MN passe 
cer 


par À. 
2° Un cle O et À coupe es côtés de l'angle en M et N’. Comparer 
les triangles MAM' et AN. déduire que MM’ = NN 
401. Soit un e ABC, I le centre du e:rcle inscrit et ] le centre du cercle exinscrit 
Ps Mae sd 


1° Montrer que AÏ coupe le cercle circonscrit au triangle en un point M milieu de l'arc 


2 Évaluer les angles MBI et BIM par rapport aux angles du triangle ABC. En dédure 
” le ES IBM est isocèle. 


les angles MB] et BJI. En déduire que le point M est le centre d’un cercle 
er que y M tou me I, Cet J. 
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- 402. Dans un triangle isocèle ABC un angle à la base est double de l'angle an sommet A. 


19 Calculer en degrés les 3 angles du triangie. 
2° Soit BD la bissectrice de B. Comparer . Lori AD, BD et BC. 
3° On prolonge BD d'une longueur DE — BD. Que peut-on Te Fe l'angle BAE ? 


493. Dans un triangle ABC, l'angle C vaut 40° et l'angle À vaut 60°. 


1° “ares l'angle B. 
2° On mène la bauteur AD et on prolonge AB d'une longueur BE — RD : ED coupe 
AC en F. Montrer que les triangles BDE, FDC et FDA sont isecèles et calculer leurs 


angles. 


° Montrer que FA = FD = FC et que AB = DC — DB. 


404. On donne un angle xOy et un point À de sa bissectrice. Par le point B milieu de 
OÀ, on mène la perpendiculaire à OA qui coupe Ox et Oy en C et D. 


19 Montrer que le quadrilatère ODAC est un losange. 
2° Quelle valeur faut-il donner à xOy pour que ce quadrilatère soit un carré ? 


406. Soit un trapèze rectangle ABCD où BC est perpendiculaire aux deux bases AB et 


19° Montrer que la médiatrice de BC coupe AD en son milieu O. 
. 22 Démontrer l'égalité AB + DC = 2 OH (H désignant le milieu de BC). 


+ Dans un trisngle ABC la bissectrice mtérieure de B coupe AC en D et on mène 
car D la parsllle à BC que pen) 1: ti 


FP Démontrer que le triangle BDE est isocèle. 
ET relation doit exister entre les angles B et C du triangle pour quon 
ait 


30 Démontrer que DE est alors bissectrice de ADB. | 


407. On donne un triangle ABC dans lequel on suppose AB < AC, on trace le cercle 
Pa la bissectrice intérieure de l'angle À coupe ce cercle en M et BC en D; la 
la tangente en À coupe BC en I. | 


1° Démontrer l'égalité ADI — ACM. 
2° Montrer que le triangle ADI est isocèle. 
3° La bissectrice extérieure de À coupe BC en E. Montrer que I est le milieu de DE. 


408. On donne un cercle O et une corde AB égale au côté du triangle équiletéral ? inscrit 
à ce cercle. D'un point C de l'arc AB inférieur à un demni-cercle on décrit un cercle tangent 
à AB : les tangentes à ce cercle menées de À et Bs se coupent en M. 

Calculer en degrés la valeur de CAB + CBÀ. 

2 Calculer la valeur de l'angle AMB. 


409. On donne un demi-cercle de e diamètre AB : sur une corde AC on porte AD = CB; 
sur la tangente en À, on porte : 

1° Comparer les triangles ADE e et ABC. 

2° Montrer que le cercle de diamètre AE passe par D. 


nn. 
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410. On donne un demi-cercle de diametre AB : sur un rayoc OC en pare OD = CH. 
H désignant la projection de C sur le diametre AB. 

19 Com les tranges OCH et ODE. OE désignant le rayon perpendcsiase == 
diamètre AB. 

2° Montrer que le cercle de diamètre OE passe par D. 


411. Soit un cercle O de diamètre MN : par un point À de ce diamètre, on mène la 
tangente AB au cercle, puis la bissectrice de l'angle BA. La perpendiculaire menée de O 
à cette bissectrice la coupe en P et la tangent 


1° Montrer que le triangle OAC est isocèle. | 
2° Montrer que la hauteur issue de C dans ce triangle est égale au rayon du cercle donné. 
3 En déduire la distance du point P au diamètre MN. 


418. On donne un quadrilatère convexe ABCD. 
1° Montrer que l'angle des bissectrices de deux angles consécutifs de ce quadrilatère 
est égal à à La Fi deux autres angles. 


2 En déduire les bissectrices des angles d'un quadrilatère convexe se coupent 
Le colle Rte is 


413. Soit un quadrilatère ABCD inscriptible dans un cercle O : on désigne par E et F 
les milieux des côtés opposés AB et CD et par C et H les milieux des côtés BC et AD. 


1° Montrer que EF et GH se coupent en leur milieu. 
2° On mène EE’ perpendiculaire à DC et FF” perpendiculaire à AB. Ces deux perpen- 
diculaires se coupent en P. Montrer que le quadrilatère OEPF est un parallélogramme. 


3° On mène de même GG’ perpendiculaire à AD et HH” perpendiculaire à BC. Montres 
que ces deux perpendiculaires se coupent en P. 


414. On donne un cercle O de rayon R. D'un point À on mène les deux tangentes AB 
et AC à ce cercle. 
1° Montrer que le centre du cercle inscrit au triangle ABC est sur le cercle O. 
2° Montrer que le centre du cercle circonscrit au même triangle est au milieu de OA : 
par rapport à R se distance aux tangentes AB et AC. 
RE ABC est la symétrique de O par rapport à 


415. On donne dans un cercle O une corde AB égale au côté du triangle équilatéral 
inscrit à ce cercle ; on joint un point M de l'arc AB supérieur à un demi-cercle aux points À 
et B et on porte sur MR une longueur MC = MB. 


1° Montrer que le triangle MBC est équilatéral. 


2° Par M on mène la parallèle à BC qui coupe le cercle en P. Évaluer l'angle AMP. En 
déduire que P reste fixe si M décrit l'arc AB. 


3° Montrer que le triangle PAB est équilatéral, 
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TERRES #7 
HOMMES 


Une collection moderne de 
présentation soignée. Des textes 
inédits du plus haut intérêt, 
des documents photographiques 
 d’exceptionnelle qualité. 





BaeTRAND FLORNOY Aux sources de L’AMAZONE 
JEAN MALAURIE Touareg, derniers seigneurs du HOGGAR 
Jan Roucx En pirogue sur LE NIGER 
Jaan-PAUL LEBEUr DU CAMEROUN AU TCHAD 
JAOQUES MAuDuUIT KALAHARI, la vie des Bochimans 


Chaque volume 14,5 X 20, orné de cartes 
et de vignettes et de très belles photogre- 
phies sélectionnées. Cartonné sous jaquette 





en couleurs et vernie NOUVEAUTES : 
AxDRÉ Laoranp LE POLE SUD et les hommes 
FRANÇOIS BALSAN ARABIE DU SUD, pays du vide 

an Nouvelle présentation sous couverture 


cartonnée plastifiée, format 14,5 X 20. 


UNE BELLE COLLECTION FE : 


Plus de 50 titres 
meilleurs auteurs 
étrangers. 


Des volumes bien reliés, format 
de nombreux 
dessins en noir et de hors-texte 


[4 x 18, illustrés 


en couleurs. 
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ŒUVRES CÉLÈBRES 


Quatre-Vingt-Treize 
Contes de Mark 
Twain 
Maroussia 
Paul et Virginie 
Notre-Dame de Paris 
Les Misérables 
Le Capitaine Corco- 
ran 
Le Roi 
es 
Contes d’Andersen 
Eugénie Grandet 
La Case de l'oncle 
Tom 
Don Quichotte de la 
Manche 
Pinocchio 
Le dernier des Mo- 
hicans 


des Mon- 


POUR LA 


La Prairie 

Aventures de Ro- 
bert-Robert 

Les Aventures de 
M. Pickwick 

Le Capitaine 
phile 

Le Coureur des Bois 

Robinson Crusoë 

Contes des Mille et 
une Nuits 

Contes de Grimm 

Contes bleus 

Gil Blas de Santil- 
lane 

Contes de Nodier 

Contes de H. Moreau 

Les Mille et un Jours 

Aventures de Gor- 
don Pym 


Parm- 


JEUNESSE 


Pantagruel 

Gargantua 

Picciola 

La Roche aux Mouet- 
tes 

Mémoires d’un âne 

Alice au Pays des 
Merveilles 

Ekkebard 

Ivanhoé 

Quo Vadis 

L'Ile au Trésor 

Les Mystères de 
Paris 

Voyages de Gulliver 

Le Roman de Re- 
nard 

Ben Hur 

Robinson Suisse 
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Par le texte et limage, ces 
Fee ® beaux volumes contribuent a 
re More. l'élargissement des connaissances 
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Civilisation. 


P avys et Cités d'Art 


e Sous une nouvelle présentation, couverture laquée 
en couleurs, 148 photographies originales et 4 hors: 
texte en couleurs. Chaque volume au format 21x15. 


VENISE = VERSAILLES nm L'’ESPAGNE 


e En édition normale, sous couverture cartonnée, 
chaque volume au format 21 x 15, illustré de 
148 photographies reproduites en héliogravure et de 
4 hors-texte en couleurs : 
FLORENCE n L’'ÉGYPTE = ISTANBUL 
LE JAPON = L’'INDOCHINE LA CHINE 


De beaux voyages en images 
à travers le Monde... 


FERNAND NATHAN 


18, rue Monsieur-le-Prince, PARIS (6°) 





Livres pour la Jeunesse 


(Extrait du Catalogue) 


PETITE HISTOIRE 
DE L'ART 
ET DES ARTISTES 


La meilleure iniliation arlis- 


LP IOENE 


+ 


{ique pour adolescents, Les 


“ 


\ 


textes, dus à d'éminents au- 
leurs, sont  admirablement 
illustrés de reproductions 
eélectionnées pour leur va- 


leur artistique. 





PIERRE GRIMAL LA MYTHOLOGIE ET LES DIEUX 
HICLYER ET HUEY LA PEINTURE ET LES PEINTRES 
HrnLYER ET HUEY LA SCULPTURE ET L’ARCHITECTURE 
LÉON CHANCEREL LE THEATRE ET LES COMÉDIENS 
PIERRE TUGAL LA DANSE ET LES DANSEURS 
BELGODÈRE-JOHANNÈS LA MUSIQUE ET LES MUSICIENS 
JACQUES NATHAN LA LITTÉRATURE ET LES ÉCRIVAINS 


- Chaque volume, 16 X 22, illustré de 120 héliogravures, relié sous jaquette - 


DICTIONNAIRES 
ET MEMENTOS 


Des ouvrages très pratiques 
qui rassemblent  commoé- 
ment la documentation exacte 
et précise qui vous rendra 
tous les services que vous 
en attendez. 





MEMENTO DE LA VIE PRATIQUE 


Tout comprendre - Tout savoir - Un fort volume cartonné très illustré 


MEMENTO POUR TOUS 


Vade-mecum des connaïssances utiles - Un fort volume très illustré 


DICTIONNAIRE DES CITATIONS 


Plus de #4 000 citations des meilleurs auteurs - Un fort volume relié 


DICTIONNAIRE ÉTYMOLOGIQUE 


Plus de 4 000 familles de mots - Un fort volume, 902 pages, relié. 


DICTIONNAIRE DES MOTS ET DES IDÉES 


Suggère des idées par les mots, enrichit le vocabulaire. 


@ FERNAND NATHAN, ÉDITEUR € 
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